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ESTE LIBRO

(y esta coleccién)

Existe un pais en el que un gato se va y nos deja su sonrisa de recuerdo, y en
donde hay reinas de corazones que ordenan cortar cabezas sin parar y porque si. Es
el pais en que los numeros juegan a las escondidas, y los angulos internos de los
triangulos suman... bueno, lo que tengan que sumar dependiendo de la geometria
que estemos considerando. Desde hace un tiempo, y gracias al primer libro de esta
miniserie, No necesitamos pasaporte para entrar a ese pais y, como en el caso de la
tierra de las maravillas, aqui también nos guia un matematico.

En el camino, un milagro inesperado: un libro de divulgacion cientifica se convierte
en un éxito editorial sin precedentes... ;Como explicarlo? ;Sera que de pronto al
mundo comenzaron a interesarle estos temas? ¢Sera porque el autor es un conocido
profesor y periodista? /O sera, simplemente, que es un buen libro? Por todo eso,
Adrian Paenza nos ha acostumbrado con su primer Matemaética... ¢(Estas ahi? a
discutir enigmas, a hacernos preguntas, a sorprender a otros lectores en el colectivo
haciendo cuentas, uniendo puntos o sumergiéndose en los infinitos infinitos.

Para tranquilidad de los fanéaticos del primer libro, todavia quedan muchas historias
por contar, muchos numeros, personajes, problemas y curiosidades para
sorprendernos, y también paradojas como para pasarse una tarde dando vueltas a
las ideas (y aqui es imprescindible recordar una maravillosa paradoja de almacén:
“Hoy no se fia, mafiana si”...). El resultado es que la matematica sigue ahi, en un
encuentro cercano en el que nuevamente nos guia Adrian Paenza (aunque, como
bien dice el autor, si nos perdemos no es nada grave: la cuestidn es ir encontrando
el camino solo). Un guia de lujo que nos invita a superarnos, a jugar, a pensar y a
deleitarnos con un conocimiento que, en el fondo, es de todos. Sigamos viajando,
entonces. jLa matematica ataca de nuevo! Esta coleccion de divulgacion cientifica
esta escrita por cientificos que creen que ya es hora de asomar la cabeza por fuera
del laboratorio y contar las maravillas, grandezas y miserias de la profesion. Porque
de eso se trata: de contar, de compartir un saber que, si sigue encerrado, puede
volverse inutil.

Ciencia que ladra... no muerde, sé6lo da sefiales de que cabalga.
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Una vez mas. Todo lo que haga en la vida estara siempre dedicado a ellos primero.
A mi hermana Laura y a todos mis sobrinos.

A mis amigos Miguel Davidson, Leonardo Peskin, Miguel Angel Fernandez, Cristian
Czubara, Eric Perle, Lawrence Kreiter, Kevin Bryson, Victor Marchesini, Luis Bonini,
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por Internet. En todo caso, eso nos mostré a todos el “poder” del periodismo, el
“poder” de los medios de comunicacion. Ellos transformaron un libro de matematica
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construyeron un éxito que entiendo es de ellos.

A todos mis colegas, jgracias! A la comunidad matematica, que también entendi6
esto como una cruzada, y me apabullé con ideas, sugerencias, articulos, notas... y
de esa forma me iluminé el camino. Nada de lo que estuvo escrito en el primer libro
ni en lo que aparecera en éste (salvo mis opiniones personales) es una novedad
para ellos: nada. Sin embargo, la monumental cantidad de correos electrénicos,
papeles, cartas y conversaciones personales con los gque me ayudaron para la
seleccion del material y la forma de presentarlo escapa a mi posibilidad de
agradecerles.

A Ernesto Tiffenberg, el director de Pagina/l12, quien con osadia me invité a que
escribiera la “contratapa” del diario una vez por semana “sobre lo que vos quieras”.
Muchas de las paginas de este libro, aparecieron “antes” en mi querido diario.

A Pablo Coll, Pablo Milrud, Juan Sabia, Teresita Krick, Pablo Mislej, Ricardo Duran,
Ariel Arbiser, Oscar Bruno, Fernando Cukierman, Jorge Fiora, Roberto Miatello,
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Jerénimo y Eduardo Dubuc: todos matematicos (menos Gustavo y Rodrigo), todos
imprescindibles para que este libro exista.
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Prélogo

La in-equitativa distribucibn de la riqueza marca una desigualdad ciertamente
criminal. Unos (pocos) tienen (tenemos) mucho; otros (muchos) tienen poco.
Muchos mas tienen casi nada. La sociedad ha sido, hasta aqui, méas bien indiferente
a las desigualdades de todo tipo. Se las describe, si, pero en general el dolor
termina en hacer una suerte de catarsis que parece “exculpadora”. Bueno, no es
asi. O no deberia serlo. Hasta aqui, ninguna novedad.

La riqueza no s6lo se mide en dinero o en poder adquisitivo, también se mide en
conocimiento, o mejor dicho, deberia empezar por ahi. El acceso a la riqueza
intelectual es un derecho humano, sélo que casi siempre esta supeditado al farrago
de lo urgente (nadie puede pretender acceder al conocimiento si antes no tiene
salud, ni trabajo, ni techo, ni comida en su plato). Asi, todos tenemos un
compromiso moral: pelear para que la educacién sea publica, gratuita y obligatoria
en los niveles primario y secundario. Los nifios y jovenes tienen que ir a estudiar, y
no a trabajar.

Con la matematica sucede algo parecido. Es una herramienta poderosa que ensefia
a pensar. Cuando esta bien contada es seductora, atractiva, dinamica. Ayuda a
tomar decisiones educadas o, al menos, mas educadas. Presenta facetas fascinantes
que aparecen escondidas y reducidas a un grupo muy pequeio que las disfruta. Y es
hora de hacer algo, de pelear contra el preconcepto de que la matematica es
aburrida, o de que es s6lo para elegidos.

Por eso escribi Matemaética... ¢Estas ahi? Porque quiero que le demos una segunda
chance. Porque quiero que la sociedad advierta que le estamos escamoteando algo
y que no hay derecho a que eso suceda. Hasta aqui, quienes comunicamos la
matematica hemos fracasado, no sélo en la Argentina sino en casi todo el mundo.
Ha llegado la hora de modificar el mensaje. Obviamente, no soy el primero ni seré
el dltimo, pero quisiera ayudar a abrir el juego, como lo hice durante mas de
cuarenta afios con alumnos de todas las edades. La matematica presenta problemas
y ensefia a disfrutar de como resolverlos, asi como también ensefia a disfrutar de
no poder resolverlos, pero de haberlos “pensado”, porque entrena para el futuro,
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para tener mas y mejores herramientas, porque ayuda a recorrer caminos
impensados y a hacernos inexorablemente mejores.
Necesitamos, entonces, brindar a todos esa oportunidad.

Créanme que se la merecen.
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Capitulo 1

Ensefar a pensar

El mundo académico se nutre de la circulacion
libre de informaciébn. Cada uno aporta
(literalmente) un granito de arena, y asi se
hace cada ladrillo. A veces viene un Newton,
un Einstein, un Bohr, un Mendel, y trae él solo
treinta ladrillos, pero en general es asi: granito
a granito.

ANONIMO

Miguel Herrera fue un gran matematico argentino, director de muchas tesis
doctorales, en la Argentina y también en el exterior.

Lamentablemente, falleci6 muy joven. Herrera se gradudé en Buenos Aires y vivié
muchos afios en Francia y los Estados Unidos, para luego retornar al pais, donde
permanecié hasta su muerte. Quiero aprovechar para contar una anécdota que vivi
con él y que me sirvi6 para toda la vida.

Luego de graduarme como licenciado (a fines de 1969), estuve por unos afios fuera
de la facultad trabajando exclusivamente como periodista. Una noche, en Alemania,
mas precisamente en Sindelfingen, donde estaba concentrado el seleccionado
argentino de futbol, comenté con algunos amigos que al regresar al pais intentaria
volver a la facultad para saldar una deuda que tenia (conmigo): queria doctorarme.
Queria volver a estudiar para completar una tarea que, sin la tesis, quedaria
inconclusa. Era un gran desafio, pero valia la pena intentarlo.

Dejé por un tiempo mi carrera como periodista y me dediqué de lleno a la
investigacion y a la docencia en matematica.

Luego de un concurso, obtuve un cargo como ayudante de primera con dedicacion
exclusiva, y elegi como tutor de tesis doctoral a Angel Larotonda, quien habia sido
mi director de tesis de licenciatura. “Pucho” (asi le deciamos a Larotonda) tenia
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muchisimos alumnos que buscaban doctorarse. Entre tantos, recuerdo los nombres
de Miguel Angel Lopez, Ricardo Noriega, Patricia Fauring, Flora Gutiérrez, Néstor
Bucari, Eduardo Antin, Gustavo Corach y Bibiana Russo.

Doctorarse no era facil. Requeria (y requiere) no sélo aprobar un grupo de materias
sino, ademas, escribir un trabajo original y someterlo al referato de un grupo de
matematicos para su evaluacion. La tarea del tutor es esencial en ese proyecto, no
solo por la guia que representa, sino porque lo habitual es que sea él (o ella) quien
sugiera al aspirante el problema a investigar y, eventualmente, resolver.

La situacidon que se gener6 con Pucho es que éramos muchos, y era muy dificil que
tuviera tantos problemas para resolver, y que pudiera compartirlos con tantos
aspirantes. Recuerdo ahora que cada uno necesitaba un problema para si. Es decir
que cada uno debia trabajar con su problema. La especialidad era Topologia
Diferencial. Cursdbamos materias juntos, estudiabamos juntos, pero los problemas
no aparecian.

Algo nos motivé a tres de los estudiantes (Bucari, Antin y yo) a querer cambiar de
tutor. No se trataba de ofender a Larotonda, sino de buscar un camino por otro
lado. Noriega ya habia optado por trabajar con el increible Luis Santalé y nosotros,
empujados y estimulados por lo que habia hecho Ricardo, decidimos cambiar
también. Pero ¢;a quién recurrir? /Quién tendria problemas para compartir? (/Y en
qué areas? Porque, mas alla de que alguien quiera y posea problemas para sus
estudiantes, también importa el tema: no todos son igualmente atractivos, y cada
uno tenia sus inclinaciones particulares, sus propios gustos.

Sin embargo, estabamos dispuestos a empezar de cero, si lograbamos que alguien
nos sedujera.

Asi fue como aparecié en nuestras vidas Miguel Herrera, quien recién habia vuelto al
pais después de pasar algunos afios como investigador en Francia. Reconocido
internacionalmente por su trabajo en Analisis Complejo, sus contribuciones habian
sido altamente festejadas en su area. Miguel habia formado parte del grupo de
matematicos argentinos que emigraron luego del golpe militar que encabez6 Juan
Carlos Ongania en 1966, y se fue inmediatamente después de la noche infame de
“los bastones largos”. Sin embargo, volvié al pais en otro momento terrible, porque
coincidia con otro golpe militar, esta vez el mas feroz de nuestra historia, que
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sometid a la Argentina al peor holocausto del que se tenga memoria.

Pero vuelvo a Herrera: su retorno era una oportunidad para nosotros. Recién habia
llegado y todavia no tenia alumnos. Lo fuimos a ver a su flamante oficina y le
explicamos nuestra situacion.

Miguel nos escuchd con atencion vy, tipico en él, dijo: “¢Y por qué no se van al
exterior? ¢Por qué se quieren quedar aca con todo lo que estad pasando? Yo puedo
recomendarlos a distintas universidades, tanto en Francia como en los Estados
Unidos. Creo que les conviene irse”.

Me parece que fui yo el que le dijo: “Miguel, nosotros estamos acd y no nos vamos
a ir del pais en este momento. Queremos preguntarte si tenés problemas que
quieras compartir con nosotros, para poder doctorarnos en el futuro. Sabemos muy
poco del tema en el que sos especialista, pero estamos dispuestos a estudiar. Y en
cuanto a tu asesoramiento y tutoria, hacé de cuenta que somos tres alumnos
franceses, gue llegamos a tu oficina en la Universidad de Paris y te ofrecemos que
seas nuestro director de tesis. {Qué nos vas a contestar? ;(Vayanse de Paris?”.
Herrera era el profesor titular de Analisis Complejo. Al poco tiempo, Antin, en su
afan de convertirse en critico de cine y arbitro de fatbol (entre otras cosas), decidi6
bajarse del proyecto, pero Néstor Bucari (a partir de aqui “Quiquin”, su
sobrenombre) y yo fuimos nombrados asistentes de Herrera y jefes de trabajos
practicos en la materia que dictaba. Si uno quiere aprender algo, tiene que
comprometerse a ensefiarlo... Ese fue nuestro primer contacto con nuestro director
de tesis. Empezamos por el principio. La mejor manera de recordar lo que habiamos
hecho cuando tuvimos que cursar Analisis Complejo (y aprobarla, claro) era tener
que ensefarla. Y asi lo hicimos.

Pero Quiquin y yo queriamos saber cudl seria el trabajo de la tesis, el problema que
deberiamos resolver, Herrera, paciente, nos decia que no estdbamos aun en
condiciones de entender el enunciado, y ni hablar de tratar de resolverlo. Pero
nosotros, que veniamos de la experiencia con Pucho, y nunca lograbamos que nos
diera el problema, queriamos saber.

Un dia, mientras tomabamos un café, Herrera abrié un libro escrito por él, nos
mostré una formula y nos dijo: “Este es el primer problema para resolver. Hay que
generalizar esta féormula.
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Ese es el primer trabajo de tesis para alguno de ustedes dos”.

Eso sirvid para callarnos por un buen tiempo. En realidad, nos tuvo callados por
mucho tiempo. Es que salimos de la oficina donde habiamos compartido el café y
nos miramos con Quiquin, porque no entendiamos nada. Después de haber
esperado tanto, de haber cambiado de director, de cambiar de tema, de
especialidad, de todo, teniamos el problema, si... pero no entendiamos ni siquiera el
enunciado. No sabiamos ni entendiamos lo que teniamos que hacer.

Esa fue una leccion. El objetivo entonces fue hacer lo posible, estudiar todo lo
posible para entender el problema. Claro, Herrera no nos dejaria solos. No soélo
éramos sus asistentes en la materia para la licenciatura que dictaba sino que,
ademas, nos proveia de material constantemente. Nos traia papers escritos por él o
por otros especialistas en el tema, y trataba de que empezaramos a
acostumbrarnos a la terminologia, al lenguaje, al tipo de soluciones que ya habia
para otros problemas similares.

En definitiva, empezamos a meternos en el submundo del Analisis Complejo. Por un
lado, dabamos clases y aprendiamos casi a la par de los alumnos. Resolviamos las
practicas y leiamos tanto como podiamos sobre el tema. Ademas avanzabamos por
otro lado, e ibamos acumulando informacién al paso que €l nos indicaba.

Quiquin fue un compafero fabuloso. Dotado de un talento natural, veia todo mucho
antes que yo, y fue una guia imposible de reemplazar. Yo, menos preparado, con
menos facilidad, necesitaba de la constancia y la regularidad. Y ése era y fue mi
aporte a nuestro trabajo en conjunto: él ponia el talento y la creatividad; yo, la
constancia y la disciplina. Todos los dias, nos encontrabamos a las ocho de la
mafana. No habia dias de frio, ni de lluvia, ni de calor, ni de resaca de la noche
anterior: jteniamos que estar a las ocho de la mafiana sentados en nuestra oficina,
listos para trabajar! Para mi, que tenia auto, era mucho mas facil. Quiquin venia de
mas lejos y tomaba uno y, a veces, dos colectivos.

Lo que siempre nos motivaba y nos impulsaba era que a las ocho, cuando recién
nos habiamos acomodado, alguien golpeaba sistematicamente a la puerta. Miguel
venia todos los dias a la facultad a ver qué habiamos hecho el dia anterior: qué
dificultades habiamos encontrado, qué necesitdbamos. Asi construimos una relacién
cotidiana que nos sirvié para enfrentar muchas situaciones complicadas y momentos

11 Preparado por Patricio Barros

Antonio Bravo



Matematicas... ¢estas ahi? Episodio 2 www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

de dificultad en los que no entendiamos, no nos salia nada y no podiamos avanzar.
Encontrarnos todos los dias, siempre, sin excepciones, nos permitié construir una
red entre los tres que nos sirvié de apoyo en todos esos momentos de frustraciéon y
fastidio.

El problema estaba ahi. Ya no habia que preguntarle mas nada a Herrera. Era
nuestra responsabilidad estudiar, leer, investigar, preocuparnos para tratar de
entender. Con Quiquin siempre confiamos en Miguel, y él se gand nuestro
reconocimiento no por la prepotencia de su prestigio, sino por la prepotencia de su
trabajo y su constancia. Miguel estuvo ahi todos los dias.

Una mafana, de las centenares que pasamos juntos, mientras tomabamos un café,
nos miramos con Quiquin y recuerdo que nos quedamos callados por un instante.
Uno de los dos dijo algo que nos hizo pensar en lo mismo: jacababamos de
entender el enunciado! Por primera vez, y a mas de un afio de habérselo escuchado
a Miguel, comprendiamos lo que teniamos que hacer.

De ahi en adelante, algo cambié en nuestras vidas: jhabiamos entendido! Lo
destaco especialmente porque fue un dia muy feliz para los dos.

Un par de meses mas tarde, un dia cualquiera, suUbitamente creimos haber
encontrado la soluciéon a un problema que los matematicos no podian resolver hacia
ya siglos. jNo era posible! Teniamos que estar haciendo algo mal, porque era muy
poco probable que hubiéramos resuelto una situacién que los expertos de todo el
mundo investigaban desde tanto tiempo atras. Era mas facil creer (y lo bien que
hicimos) que estdbamos haciendo algo mal o entendiamos algo en forma
equivocada, antes que pensar que pasariamos a la inmortalidad en el mundo de la
matematica. jPero no podiamos darnos cuenta del error! Nos despedimos esa
noche, casi sin poder aguantar hasta el dia siguiente, cuando llegara Miguel. Lo
necesitadbamos para que nos explicara dénde estaba nuestro error. Por la mafana,
Miguel golpeé a la puerta como siempre, y nos atropellamos para abrirle. Le
explicamos lo que pasaba y le pedimos que nos dijera donde nos estabamos
equivocando. Entrecerré los ojos y sonriente dijo: “Muchachos, seguro que esta
mal”. No fue una novedad; nosotros sabiamos que tenia que estar mal. Y comenzé
a explicarnos, pero nosotros le refutdbamos todo lo que decia. Escribia en el
pizarron con las tizas amarillas con las que siempre nos ensucidbamos las manos,
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pero no habia forma.

Peor aun: Miguel empez6 a quedarse callado, a pensar. Y se sent6 en el sofa de una
plaza que habia en la oficina. Tomod su libro, el libro que él habia escrito, ley6é una y
otra vez lo que él habia inventado y nos dijo, lo que para mi seria una de las frases
mas iluminadoras de mi vida: “No entiendo”. Y se hizo un silencio muy particular.
¢ComMo? ¢{Miguel no entendia? jPero si lo habia escrito él! ;Como era posible que no
fuera capaz de entender lo que él mismo habia pensado? Esa fue una leccién que no
olvidé nunca. Miguel hizo gala de una seguridad muy particular y muy profunda:
podia dudar, aun de si mismo. Ninguno de nosotros iba a dudar de su capacidad.
Ninguno iba a pensar que otro habia escrito lo que estaba en su libro. No. Miguel se
mostraba como cualquiera de nosotros... falible. Y ésa fue la leccion. ¢{Qué problema
hay en no entender? (Se habia transformado acaso en una peor persona o en un
burro porque no entendia? No, y eso que se daba el lujo de decir frente a sus dos
alumnos y doctorandos que no entendia lo que él mismo habia escrito.

Por supuesto, no hace falta decir que después de llevarselo a su oficina, y de
dedicarle un par de dias, Miguel encontré el error. Ni Quiquin ni yo pasamos a la
fama, y él nos explicé en donde estabamos equivocados.

Con el tiempo nos doctoramos, pero eso, en este caso, es lo que menos importa.
Miguel nos habia dado una leccion de vida, y ni siquiera lo supo ni se lo propuso. Asi

son los grandes.
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Capitulo 2

Los numeros de la matemaéatica

Contenido:

Un matematico, como un pintor o un poeta,
es un hacedor de patrones. Si sus patrones
son mas permanentes que los de ellos, es
porque estan hechos con ideas. Un pintor
crea patrones con sus formas y colores, un
poeta, con palabras.. Un matematico, por
otro lado (a diferencia del poeta), no tiene
material para trabajar salvo con sus ideas, y
sus patrones suelen durar mucho mas, ya
que las ideas se gastan menos que las
palabras.

G. H. HARDY, A Mathematician’s Apology
(1940)

1. Algunas curiosidades matematicas y como explicarlas (cuando se puede)

. Sudoku

© 00 N O O »~ W N

10. La vida en el infinito

11. Serie geométrica y armodnica

. Monedas en carretilla
. La historia de Google

. Los tests de inteligencia

. Criba de Erato6stenes

. NUmeros perfectos

. ¢Cémo multiplicar si uno no sabe las tablas

. ¢Cémo dividir sin saber las tablas de multiplicar?
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12. Primos en progresion aritmética
13. Luces encendidas, luces apagadas y modelos

14. ;Como cuenta una computadora? (Nameros binarios)

Algunas curiosidades matematicas y como explicarlas (cuando se puede)
Si uno multiplica 111.111.111 por si mismo, es decir, si lo eleva al cuadrado, se

obtiene el niumero:

12.345.678.987.654.321

En realidad, es esperable que esto pase porque si uno piensa cémo hace para
multiplicar dos nimeros (y lo invito a que lo haga), advierte que multiplica cada
digito del segundo por todos los digitos del primero, y los corre hacia la izquierda a
medida que avanza.

Como los digitos del segundo son todos numeros 1, lo que hace es repetir el primer
ndmero una y otra vez, aunque corriéndolo a la izquierda en cada oportunidad. Por
eso, al sumarlos, encolumnados de esa forma, se obtiene el resultado de mas

arriba:

12.345.678.987.654.321

Lo que sigue si es una curiosidad, y aunque no tengo una explicaciéon para dar,
resulta simpético.

Tome el numero 1.741.725 Eleve cada digito a la séptima potencia y sume los
resultados.

Es decir:

1 +7"+4"+1"+7 +2"+ 5

¢Cuanto le dio? Bueno, si tuvo paciencia (o una calculadora) para hacer la cuenta, el

resultado es:
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1.741.725.

Ahora, tome un nimero de tres digitos cualquiera. Digamos el: 472 Construya el
numero que resulte de escribirlo dos veces seguidas. En este caso: 472.472 Divida
ahora por 7. Con lo que se obtiene: 67.496 Divida ese resultado por 11. Se tiene
entonces: 6.136 y a éste dividalo por 13.

El resultado final es... 472! Es decir, el nimero original, con el que empezé.

¢Por qué paso esto? ¢Pasard lo mismo con cualquier nimero que uno elija? Antes de
dar las respuestas, observe que en el camino dividimos el numero por 7, y dio un
resultado exacto. Después lo dividimos por 11, y volvié a dar un numero entero, y
finalmente, encontramos un ndamero que resulté ser un mualtiplo de 13.

Mas alld de correr a leer por qué pasa esto siempre con cualquier nimero de tres
digitos que uno elija, le sugiero que piense un poco la solucibn. Es mucho mas
gratificante pensar uno solo, aunque no se llegue al resultado, que buscar cémo lo
resolvi yo. Si no, ¢qué gracia tiene?

SOLUCION:

Lo primero que uno tiene es un numero de tres digitos; llamémoslo:
abc
Luego, habia que repetirlo:
abcabc
El tramite que siguié fue dividir ese numero, primero por 7, luego por 11 y
finalmente por 13. jY en todos los casos obtuvo un resultado exacto, sin que

sobrara nada! Eso significa que el numero abcabc tiene que ser multiplo de 7, 11y

13. Es decir que tiene que ser multiplo del producto de esos tres nimeros®.

1 Porque si un nimero es muiltiplo de 3 y de 5, por ejemplo, tiene que ser multiplo de 15, que es el producto entre
3 y 5. Esto sucede, y le sugiero que lo piense solo también, porque todos los nimeros aqui involucrados son
primos. Por ejemplo, el numero 12 es multiplo de 4 y de 6, pero no es multiplo de 24 (producto de 4 y de 6). En el
caso en que los numeros en cuestion sean primos, entonces si el resultado sera cierto.
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Y justamente, el producto de esos nimeros es:

7x11x 13 =1.001

¢Por qué pasa, entonces, que el numero en cuestion es multiplo de 1.001? Si uno
multiplica el numero abc por 1.001, ;qué obtiene? (Realice la cuenta y después

continue leyendo.)

abc. (1.001) = abcabc

Acaba de descubrir por qué paso6 lo que pasé. Si a cualquier numero de tres digitos
(abc) se le agrega delante el mismo numero, el resultado (abcabc) es un mualtiplo
de 1.001. Y cuando se divide el numero abcabc por 1.001, el resultado que se
obtiene es abc?. No deja de ser una curiosidad, aunque tiene un argumento que lo

sustenta. Y un poco de matemaética también.

2. ¢Como multiplicar si uno no sabe las tablas?

Lo que sigue va en ayuda de aquellos chicos que se resisten a aprender de memoria
las tablas de multiplicar. Me apuro a decir que los comprendo perfectamente
porque, en principio, cuando a uno le ensefian a repetirlas, no le queda mas
remedio que subordinarse a la “autoridad” del/la maestro/a, pero a esa altura no
esta claro (para el nifio) por qué tiene que hacerlo. Lo que sigue es, entonces, una
forma “alternativa” de multiplicar, que permite obtener el producto de dos niumeros

cualesquiera sin saber las tablas. Sélo se requiere:
a) saber multiplicar por 2 (o sea, duplicar);
b) saber dividir por 2, y

c) saber sumar.

Este método no es nuevo. En todo caso, lo que podria decir es que esta en desuso u

2 Debemos advertir que si uno multiplica un nimero de tres digitos por 1.001, obtendra el mismo nimero repetido
dos veces consecutivas.
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olvidado, ya que era la forma en que multiplicaban los egipcios y que aun hoy se
utiliza en muchas regiones de Rusia. Es conocido como la multiplicacién paisana. En
lugar de explicarlo en general, voy a ofrecer un ejemplo que sera suficiente para
entenderlo.

Supongamos que uno quiere multiplicar 19 por 136. Entonces, preparese para
escribir en dos columnas, una debajo del 19 y otra, debajo del 136.

En la columna que encabeza el 19, va a dividir por 2, “olvidandose” de si sobra algo
0 no. Para empezar, debajo del 19 hay que poner un 9, porque si bien 19 dividido 2
no es exactamente 9, uno ignora el resto, que es 1, y sigue dividiendo por 2. Es
decir que debajo del 9 pone el nimero 4. Luego, vuelve a dividir por 2 y queda 2, y
al volver a dividir por 2, queda 1.

Ahi para.

Esta columna, entonces, quedé asi:

L N b~ ©

Por otro lado, en la otra columna, la encabezada por el 136, en lugar de dividir por
2, multiplique por 2 y coloque los resultados a la par de la primera columna. Es

decir:

19 136
9 272
4 544
2 1.088
1 2.176

Cuando llega al nivel del nimero 1 de la columna de la izquierda detenga la

duplicaciéon en la columna del 136. Convengamos en que es verdaderamente muy
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sencillo. Todo lo que hizo fue dividir por 2 en la columna de la izquierda y multiplicar
por 2 en la de la derecha. Ahora, sume sélo los niumeros de la columna derecha que

corresponden a nidmeros impares de la izquierda. En este caso:

19 136
9 272
4 544
2 1688
1 2.176

Al sumar soélo los compafieros de los impares, se tiene:

136 + 272 + 2.176 = 2.584

que es (jjustamente!) el producto de 19 por 136.

Un ejemplo mas.

Multipliguemos ahora 375 por 1.517. Me apuro a decir que da lo mismo elegir
cualquiera de los dos numeros para multiplicarlo o dividirlo por 2, por lo que
sugiero, para hacer menor cantidad de cuentas, que tomemos el 375 como “cabeza”

de la columna en la que dividiremos por 2. Se tiene entonces:

375 1.517
187 3.034
93 6.068
46 12.136
23 24.272
11 48.544
5 97.088

194.176
1 388.352
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Ahora hay que sumar los de la segunda columna cuyos compafieros de la primera

columna sean impares:

375 1.517
187 3.034
93 6.068
46 12136
23 24.272
11 48.544
97.088
194176
388.352

Y, justamente, 568.875 es el producto que estabamos buscando.
Ahora, le invito a que piense por qué funciona este método que no requiere que uno

sepa las tablas de multiplicar (salvo la del 2, claro).

EXPLICACION: Cuando uno quiere encontrar la escritura binaria de un nuamero, lo
que debe hacer es dividir el nimero por 2 reiteradamente, y anotar los restos que

las cuentas arrojan. Por ejemplo:

173 = 86 * 2 + 1
86 = 43 * 2 +0
43 = 21 * 2 +1
21 = 10 * 2 +1
10 = 5*2 +0
= 2*2 +1
= 1*2 +0
= oO*2 + 1.

De modo que el numero 173 se escribira (recorriendo los restos de abajo hacia

arriba):
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10101101

Supongamos ahora que uno quiere multiplicar 19 por 136.

Entonces, lo que haciamos era dividir sucesivamente por 2 el numero 19:

19 = 9*2 +1
9= 4 *2 +1
4 = 2*2 +0
2= 1*2 +0
1= 0*2 +1

Es decir que la escritura binaria del 19 se obtiene recorriendo de abajo hacia arriba
los restos; por lo tanto, se tiene el 10011.

Por otro lado, esto nos dice que el nimero 19 se escribe asi:

19=1*2*+0*2°+0*22+1*2'+1*2°=(16+2+ 1)

Luego, cuando uno tiene que multiplicar 19 por 136, aprovechamos la escritura en

binario de 19, y anotamos:

19 * 136 = 136 * 19 = 136 * (16 + 2 + 1) =

(Y ahora, usando la propiedad distributiva de la multiplicacion, se tiene:)

= (136 * 16) + (136 * 2) + (136 * 1) = 2.176 + 272 + 136 = 2.584

Esto explica por qué funciona este método para multiplicar.
Encubiertamente, uno esta usando la escritura binaria de uno de los niumeros.

Veamos el otro ejemplo (375 . 1.517):

375 = 187 * 2 +1
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187 = 93 * 2 +1
93 = 46 * 2 +1
46 = 23 *2 + 0
23 = 11 *2 + 1
11 = 5*2 +1
= 2*2 +1
= 1*2 +0
= 0O*2 +1

Luego, la escritura binaria del 375 es:

375 =101110111

Es decir:
375=1*22+0*2" +1*20 + 1 * 254+ 1 *2 4+ 0*28+1*224+1*2L+1*20

=256 +64+32+16+4+2+1 (%

Si uno quisiera multiplicar 1.517 por 375, lo que debe hacer es descomponer el
numero 375, como esta indicado en (*).
Luego:

1517 *375=1517* (256 +64+32+16+4+2+1)=

(Usando la propiedad distributiva del producto otra vez:)

= (1.517 * 256) + (1.517 * 64) + (1.517 * 32) + (1.517 * 16) + (1.517 * 4) +
(1.517 * 2) + (1.517 * 1) =
= 388.352 + 97.088 + 48.544 + 24.272 + 6.068 + 3.034 + 1.517

que son justamente los sumandos que teniamos antes.
En definitiva, la escritura en binario permite encontrar la descomposiciéon de uno de
los dos niumeros que queremos multiplicar y, al hacerlo, explica cuantas veces hay
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que duplicar el otro.

3. ¢Como dividir sin saber las tablas de multiplicar?

Aqui corresponde hacer una breve introduccion.

Ni bien decidi incluir el articulo anterior (sobre la multiplicacion sin saber las tablas),
me propuse encontrar una manera que permitiera hacer algo parecido con la
division. Es decir: ¢como dividir dos niumeros sin tener que aprender primero las
tablas de multiplicar? Les planteé el problema a dos excelentes matematicos
amigos, Pablo Coll y Pablo Milrud, diciéndoles que me sentiria frustrado y con la
sensacion de que la tarea quedaria inconclusa si no encontraba cémo dividir con esa
premisa. Ellos pensaron, discutieron, me propusieron una forma que consideramos
entre los tres y que volvié a ser sometida a su andlisis. Quiero presentar aqui una
version muy buena, encontrada por los dos Pablos, quienes se merecen todo el
crédito, que estoy seguro servira de estimulo para los docentes, quienes podran
mejorarlo, o tenerlo como un recurso mas en sus manos.

Debo recalcar que no se trata de olvidarnos de las tablas, sino de discutir si vale la
pena someter a los alumnos a la “tortura virtual” de tener que aprender de memoria
una cantidad de niumeros a una edad en la que podrian dedicarle ese tiempo y esa
energia a otras cosas, mientras esperamos que la maduraciéon natural les permita
deducir a ellos solos qué son las tablas y para qué sirven.

Eso si: como uno no puede (0 no quiere) esperar tanto tiempo para aprender a
dividir y multiplicar, necesita encontrar métodos alternativos para hacerlo.
Seguramente habra otros mejores, por lo que lo invito a pensarlos y proponerlos.
Alla voy.

Para poder dividir dos niumeros sin tener que saber las tablas de multiplicar hace
falta saber sumar, restar y multiplicar por 2.

Eso es todo.

Le pido que me tenga confianza porque, si bien al principio puede parecer
complicado, es en realidad muchisimo méas facil que dividir en la forma
convencional, y aunque sea so6lo por eso, porque ofrece una manera alternativa a lo
que uno aprendié en la escuela y se corre de lo clasico, vale la pena prestarle
atencion.
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En lugar de detenerme en todos los tecnicismos que requeriria un libro de texto o
de matematica, mostraré algunos ejemplos con creciente grado de dificultad.
El método consiste en fabricar cuatro columnas de numeros a partir de los dos

nuameros que uno tiene como datos.

EJEMPLO 1
Para dividir 712 por 31, completo en primer lugar la primera columna y luego la

cuarta:

31
62
124
248
496 16
712

o ~ N P

Para obtener la primera columna, empiezo con el nimero por el que queremos
dividir; en este caso, el 31. A partir de él, en forma descendente, multiplico por 2 en
cada paso. ¢(Por qué paré en el 496? Porque si multiplico el 496 por 2, obtendria un
namero (992) mayor que 712 (el numero que originariamente queria dividir). Por
eso, en lugar de poner el 992, anoto el 712. Es decir que para generar la primera
columna, sélo hace falta saber multiplicar por 2 y estar atento para terminar el
proceso en el paso anterior a superar nuestro segundo numero.

La cuarta columna se obtiene igual que la primera, sélo que en lugar de empezar
con el 31, empiezo con el nimero 1. Como se advierte, irAn apareciendo las
distintas potencias del niumero 2. Detengo el proceso en el mismo lugar en que me
detuve en la primera columna. Hasta aqui, todo lo que uno necesita saber es
multiplicar por 2.

¢Como se completan las dos columnas del medio? Asi:

31 30
62 30 2
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124 92

248 216

496 216 16
712

Para realizar este paso, lo que necesita saber es restar. Empiezo de abajo hacia
arriba, restando el numero que tenemos para dividir (el 712) menos el anteultimo
ndmero de la columna uno (496). Al resultado, lo anoto en la columna dos, y asi
aparece el 216. Ahora comparo el 216 con el 248. Como no lo podemos restar
(porque 216 es menor que 248, y so6lo trabajamos con nudmeros positivos),
guardamos el 216 en la columna tres.

Ahora sigo hacia arriba (comparando siempre con la primera columna): como 216
es mayor que 124, entonces los resto.

El resultado (92) va en la segunda columna. Un paso mas: como 92 es mayor que
62, los resto nuevamente y obtengo el 30. Otra vez lo pongo en la segunda
columna. Y aqui, como 30 es menor que 31, no lo puedo restar y lo vuelvo a anotar
en la tercera columna.

Ya casi llegamos al final. Sélo falta un paso, y convengamos que el proceso hasta
aca fue muy sencillo. ({Cémo termina? Todo lo que hay que hacer es sumar los
numeros de la cuarta columna que tengan un compariero en la segunda. Es decir: 2
+ 4 + 16 = 22 Y obtenemos el nimero que estabamos buscando.

El resultado de dividir 712 por 31 es 22, y sobra el niumero 30, que figura en la
columna tres, donde paré el proceso.

Verifiquelo:

31 * 22 =682

Como escribi méas arriba, el resto es 30. Luego: 682 + 30 = 712 Y se termind.
Resumen: se arman cuatro columnas. En la primera y la cuarta se trata de ir
multiplicando por 2, empezando en la columna de la izquierda por el niumero por el
que queremos dividir, y en la de la derecha, por el nimero 1.

En las columnas del medio se anotan los resultados de las restas, y cuando se
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puede restar, el nUmero se guarda en la columna dos. Cuando no se puede restar,
se coloca en la columna tres.

El cociente se obtiene sumando los nimeros de la cuarta columna que tienen un
compariero en la segunda. Y el resto es el nUmero que sobra en la columna dos o en

la columna tres.

EJEMPLO 2

Para dividir 1.354 por 129, escribo la tabla directamente:

129 64 1
258 64 2
516 322 4
1.032 322 8
1.354

El nimero 322 que figura en la columna dos result6é de restar 1.354 — 1.032. Como
322 es menor que 516, lo tuve que poner en la columna tres. Como 322 es mayor
que 258, los resté y el resultado, 64, lo puse en la columna dos. Como 64 es menor
que 129, lo puse en la columna tres. Y ahi terminé de construir la tabla.

Lo unico que falta, entonces, es calcular el cociente y el resto.

El cociente lo obtiene sumando los niumeros de la cuarta columna que tienen un
compafero en la segunda (es decir, cuando no ha quedado un lugar vacio). El
cociente en este caso es: 2 + 8 = 10.

El resto es el primer niumero de la columna tres, es decir: 64.

Hemos descubierto de esta manera que, si uno divide 1.354 por 129, el cociente es

10 y el resto, 64. Verifiquelo.

EJEMPLO 3
Ahora dividamos 13.275 por 91. Construyo la tabla como en los ejemplos

anteriores:

91 80 1
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182 171

364 171 4
728 171

1.456 171 16
2.912 1.627 32
5.824 1.627 64
11.648 1.627 128
13.275

Adrian Paenza

Con la tabla conseguimos, entonces, el cociente y el resto.
El cociente, de sumar los numeros de la cuarta columna que tengan un compafero

en la columna dos. Es decir:

1+ 16 + 128 = 145
Para determinar el resto miramos lo que sobré donde paré el proceso. En este caso,
el nimero 80.

Verificacion:

145 * 91 = 13.195
13.195 + 80 = 13.275

ULTIMO EJEMPLO

Quiero dividir 95.837 por 1.914. Construyo entonces la siguiente tabla:

1.914 137 1
3.828 137 2
7.656 3.965 4
15.312 3.965 8
30.624 3.965 16
61.248 34.589 32
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95.837

El nimero 34.589 resulté de restar 95.837 menos 61.248. El 3.965 result6é de restar
34.589 menos 30.624. Como 3.965 es menor que 15.312 y que 7.656, lo escribi
dos veces en la tercera columna. Ahora, como 3.965 es mayor que 3.828, los puedo
restar, y obtengo el 137. Como 137 es menor que 1.914, lo dejo en la tercera
columna.

El cociente lo consigo sumando los niameros de la cuarta columna que tienen un

companero en la segunda. En este caso:

2+ 16 + 32 =50

El resto es el Ultimo numero en donde termind el proceso (que puede figurar en la
columna dos o en la tres). En este caso, es 137.

Verificacién: 1.914 * 50 = 95.700 A lo que agrego el resto: 95.700 + 137 = 95.837
Y llego a lo que queria comprobar.

Para terminar, un par de observaciones:

a) No explico aqui por qué funciona el método porque no tendria el espacio
adecuado, pero a aquellos que estén interesados, todo lo que deben hacer es
replicar lo que uno hace cuando efectia cualquier divisibn comun. Este
método opera de la misma forma que el que uno conoce desde la escuela
primaria, sélo que se usan (encubiertamente) los niumeros binarios.

b) Mas alla de que alguien adopte estos métodos para dividir y/o multiplicar sin
tener que saber las tablas, lo que intento proponer es que hay otras maneras
de hacerlo. Creo que hay que explorarlas para que, en definitiva, ensefnar las

operaciones elementales no sea una tortura para nadie.

4. Monedas en carretilla

¢Cuantas veces por dia uno estima algo y no necesariamente se da cuenta de que lo
hace? En realidad, uno vive estimando todo el dia, todo el tiempo.

Voy a demostrarlo.

Cuando alguien sale de su casa, estima cuanto dinero tiene que llevar, pensando en
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el dia que tendréa por delante. (Claro, eso si tiene dinero para llevar, y si tiene algun
lugar adonde ir. Pero supongamos que se cumplen ambos requisitos.)

Ademas, estima cuanto tiempo antes debe salir de su casa para llegar adonde debe
ir. Estima si le conviene esperar el ascensor que esta tardando mas de la cuenta, o
si le conviene bajar por la escalera. Y estima si le conviene ir en colectivo o en taxi,
de acuerdo con el tiempo disponible. Y estima al cruzar la calle, si vienen autos, el
tiempo que tardaran en llegar hasta él. Y decide entonces si cruza o no. Sin saberlo,
estara estimando la velocidad del auto que viene a su izquierda, y la estara
comparando con su propia velocidad para cruzar. Si va manejando un auto, estima
cuando tiene que apretar el freno y cuando acelerar.

O estima si llegara a cruzar el semaforo en verde o en amarillo, o si no cruzara.
También estima cuantos cigarrillos comprar para el dia, cuantos de ellos va a fumar,
estima cuanto va a engordar con lo que comera, estima a qué funciéon del cine va a
llegar... Estima, estima... y luego decide.

Creo que estara de acuerdo conmigo en que uno vive estimando, aunque no lo
sepa. Estamos entrenados para hacer las cosas en piloto automatico, pero cuando a
uno lo corren un poquito de las estimaciones cotidianas, trastabilla. No siempre,
claro, pero a nadie le gusta que lo muevan de la zona en la que se siente
confortable.

Por ejemplo: supongamos que esta parado en la vereda cerca de un edificio muy
alto, digamos de 100 pisos. Supongamos también que le digo que camiones
blindados, de esos que transportan caudales, depositaron en la vereda suficientes
monedas de un peso como para que las empiece a apilar en la base del edificio con
la idea de llegar con ellas hasta la terraza.

Ahora, la parte importante: en la vereda dejaron una carretilla que mide un metro
de ancho, por un metro de largo, por un metro de alto. Es decir que tiene un
volumen de un metro cubico.

¢Cuantos viajes tendra que hacer con la carretilla llena de monedas, para levantar
una pila o columna de monedas de un peso y llegar hasta la terraza del edificio? Se
trata de estimar cuantos viajes se necesitan. No hace falta hacer un célculo exacto,
sino dar una respuesta estimativa.

Aqui es donde lo dejo pensar solo; eventualmente puede usar la respuesta que
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figura mas abajo, para confirmar lo que penso.

Y si bien la tentacidon es decir: “Ahora no tengo tiempo, voy a leer la solucién”, se
perdera la oportunidad de disfrutar de sélo pensar.

Nadie lo mira... y, por otro lado, ¢{no es interesante poder hacer algo con lo que uno
entrena el pensamiento, entrena la intuicién, sin que haya nada en juego mas que
el placer de hacerlo? Como incentivo, agrego una breve historia.

Este problema me lo conté Gerardo Garbulsky, doctor en Fisica del MIT y actual
director de una consultora muy importante radicada en la Argentina. En el proceso
de buscar gente para contratar, realizé esta pregunta a unos doscientos aspirantes.

La distribucién, aproximada, de las respuestas fue la siguiente®:

1 carretilla: 1 persona
10 carretillas: 10 personas
100 carretillas: 50 personas
1.000 carretillas: 100 personas
10.000 carretillas: 38 personas

Mas de 10.000 carretillas: 1 persona

SOLUCION:

La moneda de un peso argentino tiene 23 milimetros de diametro y un espesor de
2,2 milimetros. Estos datos, obviamente, son aproximados, pero a los efectos del
problema planteado son mas que suficientes. Recuerde que no queremos una
respuesta exacta sino una estimacion.

Entonces, para hacer las cuentas mas faciles, voy a suponer que cada moneda tiene
25 milimetros de didmetro y 2,5 milimetros de espesor. Veamos cuantas monedas
entran en la carretilla (de un metro cubico de volumen). Estimemos cuantas se

pueden poner en la base (que tiene un metro de largo por uno de ancho).

S Gerardo establece una diferencia entre la estimacion intuitiva y la estimacion calculada. Cuando realizaba esta
pregunta en las entrevistas, pedia a los candidatos que primero le dijeran cuantos viajes eran necesarios sin hacer
ningun célculo. Asi se obtuvieron las primeras respuestas. Después les pidi6 la estimacién cuantitativa, y ahi el 99
por ciento de las respuestas fueron correctas. Es muy distinto tener “educada la intuicion” o “ser capaz de estimar
cantidades”. La segunda es una capacidad que, ejercida repetidamente, ayuda a generar la primera, pero son de
naturaleza muy distinta.
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1 moneda = 25 mm
4 monedas = 100 mm

40 monedas = 1.000 mm = 1 metro

Luego, como la base es cuadrada (de un metro por un metro), entran 40 * 40 =
1.600 monedas. Y como la carretilla tiene un metro de altura, y de espesor cada

moneda tiene 2,5 milimetros, veamos cuantas monedas entran “a lo alto”:

1 moneda = 2,5 mm
4 monedas = 10 mm

400 monedas = 1.000 mm = 1 metro

De modo que en la base entran 1.600 monedas, y eso hay que multiplicarlo por 400

monedas de altura.

400 * 1.600 = 640.000 monedas

Hagamos una pausa por un instante.

Acabamos de estimar que en cada carretilla de un metro cubico entran casi 650.000
monedas. Guardemos este dato en la memoria. Falta ahora que estimemos cuantas
monedas hacen falta para levantar una columna que vaya desde la base del
rascacielos de 100 pisos hasta la terraza.

Estamos parados frente a un edificio de 100 pisos. Podemos estimar que la altura
de cada piso es de 3 metros. Es decir, que un rascacielos de 100 pisos tiene una
altura de unos 300 metros.

iTres cuadras! Ahora, estimemos cuantas monedas hacen falta para llegar hasta la

terraza:

1 moneda = 2,5 mm
4 monedas = 10 mm
40 monedas = 100 mm
400 monedas = 1.000 mm = 1 metro
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Es decir que hacen falta 400 monedas para llegar a tener 1 metro de altura, de
modo que, para llegar a 300 metros, multiplicamos por 400.

RESULTADO:

300 * 400 = 120.000 monedas

MORALEJA: Con una carretilla, alcanza y sobra.

Para concluir, veamos un par de reflexiones estimuladas por comentarios del propio
Garbulsky y por Eduardo Cattani, otro excelente matematico y amigo, que trabaja
hace muchisimo tiempo y con singular éxito en Amherst, Massachusetts.

Eduardo sugiere que “la altura de la moneda no es un dato necesario para hacer la
estimacion cuantitativa”. Parece raro, pero sigame en este razonamiento: si se sabe
que en la base de la carretilla entran 1.600 monedas y vamos a apilar monedas
hasta que lleguen a un metro de altura, al finalizar el proceso tendremos 1.600
columnas de un metro.

Luego, cuando saquemos las monedas de la carretilla y pongamos cada pila de un
metro encima de la otra, jformaremos una columna de 1.600 metros! Y para esto,
no hizo falta saber cudl era el espesor de cada moneda.

Ahora que el problema terminé, le propongo pensar qué aprende uno de él. La
intuicién consiste en tratar de extrapolar las experiencias acumuladas en la vida y
usarlas en las nuevas situaciones que se presenten. Esto, obviamente, no esta mal.
S6lo que cuando uno tiene que operar en diferentes escenarios, en donde los
volimenes son enormes, o las cantidades son méas grandes, empieza a deslizarse
por caminos desconocidos. Pero, como en todo, uno se entrena y aprende.

Ah... Creo que Gerardo sugirié que le dieran el puesto a la Unica persona que dijo

que hacia falta un solo viaje®.

4 Gerardo Garbulsky también reflexiona acerca del hecho de que la altura de la moneda no es un dato necesario
para realizar la estimacién cuantitativa.
Por ejemplo: a) lo Unico necesario es saber el volumen de la torre de monedas, que obviamente no depende de la
altura de cada moneda, sino de su diametro y la altura del edificio; b) si las monedas tuvieran cualquier otra altura,
por ejemplo, 1 metro, 1 dm, 1 cm, la respuesta seria la misma. De hecho, cuando uno hace la cuenta, la altura de
la moneda se “cancela” en el mismo célculo.
Este aspecto del problema también es muy interesante, ya que mas de la mitad de los entrevistados traté de
calcular la altura (espesor) de la moneda para determinar la estimacién cuantitativa. Dicho sea de paso, el espesor
de la moneda es muy importante si uno quiere saber cuanto dinero hay en la torre de monedas.
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5. La historia de Google

¢Quiere entrar a trabajar en Google? Necesita estar preparado, por ejemplo, para
resolver problemas como los que siguen.

La historia, al menos para mi, empezo6 en agosto del 2004.

Estaba en Boston y al pasar por una estacion de subte vi un cartel de publicidad
muy grande, de unos quince metros de largo, colgado del techo de la estacion

correspondiente a la Universidad de Harvard. El cartel decia:

(primer primo de 10 digitos consecutivos del desarrollo de e).com

Nada mas. Eso era todo lo que decia el enorme cartel. Obviamente, me llamé
muchisimo la atencion, y lo primero que pensé era si se trataria efectivamente de
un cartel de publicidad o si alguien estaria haciendo una broma o algo por el estilo.
Pero no, el cartel tenia todas las caracteristicas de ser una propaganda
convencional.

Sin que nadie se sienta intimidado, podemos afirmar que cuando uno dice que algo
crece exponencialmente, aunque no lo sepa, involucra al niumero e. Cuando uno
habla de logaritmos, habla del nimero e. Cuando habla de interés compuesto, habla
del numero e. Cuando se refiere a la escala de Richter para medir terremotos, esta
involucrado el numero e.

Del mismo modo que nos acostumbramos a oir o a leer que el nimero r se escribe:

pi = 3,14159...

el nimero e también tiene infinitas cifras, y las primeras son:

e = 2,718281828...

El nimero e es una suerte de pariente cercano de pi, en el sentido de que, como pi,
es irracional y trascendente.

La historia sigue asi: después de ver el cartel (y descubrirlo en otros lugares mas),
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le comuniqué mi hallazgo a mi amigo Carlos D’Andrea, matematico egresado de la
Universidad de Buenos Aires (UBA), ahora instalado en Barcelona luego de su
exitoso paso por Berkeley.

Carlos le trasladé la pregunta a Pablo Mislej, otro matematico argentino que en ese
momento trabajaba en un banco en Buenos Aires (y acababa de tener su primer
hijo). Unos dias después, Pablo me escribié un e-mail contdndome lo que habia
encontrado. Ni bien vio el problema, comprendié que necesitaba encontrar la mayor
cantidad de decimales que hubiera publicados del numero e. Y encontré el primer

millon de digitos de e en esta pagina:

http://antwrp.gsfc.nasa.gov/htmltest/qgifcity/e.1mil

Esos datos se conocen hace ya muchos afios, mas precisamente desde 1994. Lo que
tuvo que hacer Pablo fue separar la informaciéon en segmentos de diez numeritos
cada uno, y luego fijarse cual era el primero en formar un ndmero primo. Como se
dard cuenta, todo esto es imposible de realizar sin una computadora, y siendo
capaces de crear un programa que lo procese.

La primera tira de 10 digitos que cumplia con lo pedido era:

7427466391
El nimero 7 que aparece en primer lugar en la tira corresponde al digito 99 de la
parte decimal del niumero e.

Con ese dato, a continuacion Pablo tuvo que ir a la pagina web

http://www.7427466391.com

y ver qué pasaba. Cuando llegé a ese punto, se encontré con otro problema (algo
asi como La busqueda del tesoro). Claro que para llegar a él debié resolver el
primero.

Y lo que Pablo vio fue lo siguiente:
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f(1) = 7182818284
f(2) = 8182845904
f(3) = 8747135266
f(4) = 7427466391
f(5) =

En este caso, se trataba de completar la secuencia. Es decir, a partir de los
primeros cuatro numeros de la columna de la derecha, habia que descubrir qué
numero correspondia al quinto lugar.

Pablo me escribié que, con un poco de suerte, advirtid6 que la suma de los diez
digitos de los primeros cuatro numeros da siempre 49. No s6lo eso: como ya tenia
los datos sobre el niumero e y su desarrollo, dedujo que los primeros cuatro
numeros de esa columna correspondian a cuatro de las “tiras” que él ya tenia.

Es mas: vio que el primer nimero,

7182818284

correspondia a los primeros diez digitos del desarrollo decimal del nUmero e.

El segundo:

8182845904

son los digitos que van del quinto hasta el decimocuarto lugar.

El tercero:

8747135266

corresponde a los digitos que van del lugar 23 al 32. Y por ultimo, el cuarto:

7427466391

es la “tira” que involucra a los digitos 99 al 108 del desarrollo de e. Se dio cuenta,
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entonces, de que estaba cerca: necesitaba buscar ahora la primera “tira” de todas
las que no habia usado, que sumara 49... Y la encontrd! El candidato a ser el quinto

numero de la secuencia era el
5966290435
que corresponde a los digitos 127 al 136 del desarrollo decimal.
Cuando completé la secuencia, y pulsé enter en su computadora, aparecio

sUbitamente en otra pagina web. Esta decia:

http://www.google.com/labjobs/index.html

donde invitaban a enviar el curriculum vitae, que seria tenido en cuenta por la firma
Google para un futuro contrato, porque quien hubiera ingresado en esa pagina
habria superado los obstaculos que ellos creian suficientes para poder pertenecer a

la empresa®.

6. Los tests de inteligencia

Quiero retomar aqui el tema de la inteligencia. No sélo porque es un asunto
apasionante, debatible y del que se sabe muy poco, sino porque seria interesante
discutir sobre los métodos que se utilizan comdnmente para medirla. De hecho, es
curioso que algunas personas, de cuya buena fe no tengo por qué dudar (aunque...
de acuerdo... de algunos desconfio...), ofrezcan tests para medir algo cuya definicién
no se conoce. ;Qué se evalla entonces?

Por ejemplo: le dan una tabla de niumeros en la que falta uno y le piden que diga

qué numero falta y que explique como llegé a ese resultado.

54 (117) 36
72 (154) 28

5 Como dato ilustrativo, otro amigo mio y profesor de la Facultad de Ciencias Exactas (UBA), Ricardo Duran,
también resolvié el problema. Por ahora, Pablo sigue trabajando en el banco, y Ricardo es uno de los mejores
profesores que tiene el departamento de matematica de la Facultad y uno de los mejores tipos que conozco.
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39 (513) 42
18 ?) 71

El test, supuestamente, consiste no solo en que pueda determinar qué numero
deberia ir en lugar de los signos de interrogacién, sino también en medir su
capacidad de analisis para deducir una ley de formacion. Es decir: alguien penso en
un patrén que subyace tras la gestacidon de esos numeros, y pretende que usted lo
descubra.

Si yo fuera usted, pararia un rato y pensaria en alguna solucién.

Aqui voy a proponerle una alternativa, pero, en todo caso, uno puede entretenerse

buscandola sola/o.

UNA POTENCIAL SOLUCION

Uno podria decir que el niumero que falta es el 215. Mire los niumeros que integran
la primera fila en la primera y tercera columna: 54 y 36. La suma de los dos
exteriores (5 + 6) da 11, y la suma de los dos interiores (4 + 3) da 7.

De esa forma, se obtuvo el nUmero 117: juntando la suma de los dos exteriores con
la de los dos interiores.

Pasemos ahora a la siguiente fila y hagamos el mismo ejercicio.

Los dos numeros de la primera y la tercera columna son 72 y 28. Sumando los dos
exteriores (7 + 8) da 15 y sumando los dos interiores (2 + 2) da 4. Entonces, el
ndmero que va en el centro es 154.

Si uno sigue en la tercera fila, tiene 39 y 42. La suma de los dos exteriores (3 + 2)
da 5 y la de los dos interiores (9 + 4) da 13.

Por lo tanto, el numero que va en el centro es el 513.

Por dltimo, con este patron, dados los niumeros 18 y 71, los dos exteriores suman
(1+ 1) = 2, y los dos centrales (8 + 7) = 15.

Corolario: si quien disefid pensoé igual que usted (o que yo) el numero que falta es
el 215.

Me apresuro a decir que ninguno de estos métodos es fiable, ni mucho menos
exacto. De hecho, habria, y en general hay, infinitas maneras de encontrar un
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ndamero que ocupe el lugar del signo de interrogaciéon. Se trata, en todo caso, de ser

capaz de buscar el que pensaron los que disefiaron el test.

OTRO EJEMPLO (MUY ILUSTRATIVO)

Alicia Dickenstein, la brillante matemaética argentina, me invitd a pensar un poco
mas sobre las personas que producen estos tests. “Creo que estos 1Q [Intelligence
Quotient] tests son muy peligrosos —me dijo—. No son mas que algo estandar que
puede aprenderse y s6lo miden el aprendizaje cuadrado en una direccion. Es decir:
no se sabe bien qué miden y algunas personas, inescrupulosas y malintencionadas,
se permiten sacar conclusiones sobre la supuesta ‘inteligencia” o “no” de un sujeto.
De hecho, en los Estados Unidos hubo una gran controversia sobre este tipo de
tests, ya que se usaban para ubicar a los “afro americanos” en clases mas
retrasadas con una obvia intencién segregacionista.

Lo dnico que se puede comprobar es que hay gente que no esta entrenada para
este tipo de tests. Y nada mas.” Sigo yo: el peligro latente (0o no tanto) es que
cuando a un chico o a un joven se lo somete a este tipo de problemas, contesta
como puede, en general, con bastante miedo a equivocarse.

La sensacion que prima en el que rinde el test (y en sus padres), es que lo estan
juzgando “para siempre”. Es que, de hecho, como supuestamente mide la
inteligencia, y salvo que uno la pueda mejorar con el paso del tiempo (lo que natura
non da, Salamanca non presta), la idea de que es algo definitivo esta siempre
presente. Una sensacion de alivio recorre a todos, al que rindio el test y a la familia,
cuando el implicado contesta lo que pensaron los que lo prepararon. En todo caso,
sOlo demuestra que es tan inteligente como para hacer lo que ellos esperaban.

Si, por el contrario, no encuentra la respuesta 0 se equivoca, se expone a enfrentar
la cara circunspecta (y exagero, obviamente) de quien llega con una mala noticia:
“Lamento comunicarle que usted sera un estupido toda su vida. Dediquese a otra
cosa”.

Aunque mas no sea por eso, cualquier test que presuma de medir algo tan
indefinible como la inteligencia, deberia ser hecho en forma hipercuidadosa.

Lo que sigue es un ejemplo que me manddé Alicia, que invita a la reflexion. De
hecho, le pido que lea el test (es una verdadera pavada) y piense qué respuesta
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daria. Vera que, aun en los casos mas obvios, no hay una respuesta Unica. Aqui va:
Si uno encuentra la siguiente serie de numeros (agrupados de la forma que se

indica):

¢Qué numero pondria en reemplazo de los signos de interrogacion? (Deténgase un
momento para pensar qué haria usted.) No me diga que no pensd o consider6 el
nuamero 9, porque no le creo. Claro, ése seria el pensamiento que Alicia Dickenstein
denomina “rutinario”, o bien: “el que responde lo que el que pregunta quiere oir”. Y
esta ultima afirmacion es muy importante.

Porque, ¢qué pasaria si le dijera que la serie se completa asi?:

Seguramente pensaria que leyé mal o que hay un error de imprenta. No, el ultimo
namero es el 27. Le muestro el patrén que podria haber buscado quien pensé el
problema.

Tome el primer nimero y elévelo al cuadrado (o sea, multipliquelo por él mismo). Al
resultado réstele cuatro veces el segundo, y a lo que obtenga, sumele 10. En la
primera fila, entonces, al elevar 1 al cuadrado, obtendra otra vez 1. Ahora le resta
cuatro veces el segundo, es decir, cuatro veces el numero 2, y le suma 10.
Resultado: 3.

1-8+10=3

(que es el tercer numero de la primera fila) En la segunda fila, eleve el primer
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namero al cuadrado (4%), o sea 4 * 4, con lo que obtiene 16. Le resta cuatro veces

el segundo numero (4 * 5 = 20) y le suma 10. Resultado: 6.

16 -20+ 10 =6

En la tercera fila tendria 7 al cuadrado (49), menos cuatro veces el segundo (4 * 8

= 32), mas 10. Resultado: j27!

49 — 32 + 10 = 27

MORALEJA 1: Trate de entrenarse haciendo este tipo de tests y vera como al final le
salen todos, o casi todos. Ese serd el momento en que quizd crea que es MAs
inteligente. Lo curioso es que tal vez haya aprendido a someterse mejor al
pensamiento oficial.

MORALEJA 2: Pretender usar la matematica como un testeador de la inteligencia
puede producir un efecto no sélo negativo y frustrante, sino falso. Aunque mas no

sea porque no se sabe qué se mide.

7. Sudoku

¢Sudoku dijo? (Qué es Sudoku? Posiblemente hoy haya mucha gente que puede
contestar qué es el Sudoku, pero lo que es seguro es que hace dos afos nadie tenia
idea de que habria de transformarse en el “furor” en términos de pasatiempo y
juegos de logica. De hecho, muchisimos diarios y revistas, no sélo en la Argentina
sino en todo el mundo, llenan sus paginas con este juego originado en Japén, y que
tiene “atrapada” a buena parte de la poblacion que busca en crucigramas,
rompecabezas y pasatiempos de diversa indole una manera de darle “chicle” al
cerebro para mascar.

Para aquellos que nunca escucharon hablar del Sudoku, las reglas son bien simples
y facilmente comprensibles.

El Sudoku es como un crucigrama donde aparece un “cuadrado grande” de 9 filas
por 9 columnas, es decir, 81 casilleros, que esta dividido a su vez en 9
subcuadrados de 3 x 3:
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8 1 2| 6
713 1 9
4 | 9 5| 2
6 4
913 2 1 7| 8
5|7 3
5| 2 6| 8
4 7 3 |1
6| 5 9| |7

Hay que llenar cada subcuadrado con los nueve digitos que van del 1 hasta el 9, es
decir: 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 y 9. Eso si: no puede aparecer ningun digito repetido ni
en la misma fila ni la misma columna del cuadrado grande. Esas son las reglas,
faciles y sencillas.

Como dato adicional, ya vienen “de fabrica” algunos numeros ubicados en sus
posiciones. Todo lo que hay que hacer es completar las casillas restantes.

Como suele suceder ahora, Internet esta repleto de variaciones del juego. Su
aparicion rompié con los moldes de los viejos crucigramas o0 juegos de palabras
tradicionales, pero lo interesante es que, si bien hay numeros involucrados (los
digitos del 1 al 9 repartidos multiples veces en las casillas), pocos deben creer que
estan usando y haciendo matematica cuando resuelven uno de los problemas. Mas
aun: como hay muchisimos maestros y profesores de matematica del pais que
andan a la busqueda de nuevos estimulos para sus estudiantes, creo que el Sudoku
permite formular ciertas preguntas, no todas de facil respuesta, que funcionen como
disparadores de un trabajo interactivo entre docentes y alumnos.

Las que siguen son solo algunas de esas preguntas. Eso si: uno puede jugar al
Sudoku sin tener que contestar ninguna, y vivir feliz. Pero también es cierto que
uno puede hacerse las preguntas y ser feliz aun sin encontrar las respuestas, y ni

qué hablar si las encuentra.

EL NOMBRE SUDOKU

De acuerdo con datos extraidos de Wikipedia (la enciclopedia gratuita que figura en
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Internet), que fueron corroborados por otras fuentes, Sudoku proviene del japonés
Suuji wa dokushin ni kagiru, que significa: “los digitos tienen que quedar solteros”,

o “libres”, y es una marca registrada de la editorial japonesa Nikoli Co. Ltd.

¢DESDE CUANDO EXISTE EL SUDOKU?

Hay distintas versiones, pero la méas aceptada es que aparecié por primera vez en
una revista en Japon, en 1984. El Sudoku debe toda su popularidad a Wayne Gould,
un juez que se jubil6 en Hong Kong y que luego de conocer el juego en Tokio,
escribié un programa de computadora que autométicamente generaba distintos
Sudokus con qué entretenerse. Luego se dio cuenta de que, quizas, habia
descubierto una mina de oro y comenzd a ofrecerlo a distintos diarios europeos. Lo
curioso es que recién en 2004 (hace s6lo dos afos) uno de los periédicos mas
importantes de Inglaterra, el Times, que se publica en Londres, aceptd la propuesta
de Gould, y su competidor, el no menos famoso Daily Telegraph, lo sigui6
inmediatamente en enero del 2005. A partir de ahi, exploté en el resto del mundo,
incluso en la Argentina.

Hoy, el juego causa furor en mudltiples diarios, revistas y libros especialmente
publicados con variantes sorprendentes, versiones mas faciles, otras mas
complicadas, con diferentes grados de dificultad.

Es comun ver gente en los colectivos, trenes y estaciones de subte, ensimismada y

pensativa, como “ausente”, jugando con algun ejemplar del Sudoku.

LA MATEMATICA

Como decia, uno puede sentarse y jugar al Sudoku, entretenerse con él y nada
mas. Y de hecho eso es lo que hace la mayoria.

Pero, al mismo tiempo, lo invito a pensar algunas posibles preguntas alrededor del
Sudoku:

a) ¢Cuantos juegos de Sudoku posibles hay?

b) ¢(Se terminaran en algn momento?

c) ¢Alcanzard para entretener a esta generacion? O, en todo caso, ¢cuando
empezaran a repetirse?

42 Preparado por Patricio Barros

Antonio Bravo



Matematicas... ¢estas ahi? Episodio 2 www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

d) La soluciéon a la que uno llega (cuando llega a alguna), ¢es Unica?

e) ¢Cuantos numeritos tienen que venir “de fabrica” para que la respuesta sea
unica? Es decir, ¢cuantas casillas tienen que estar completas de entrada, para
que uno pueda empezar a jugar con confianza de que el problema tendra una
Unica solucion?

f) ¢Hay un niumero minimo de datos que deben darnos? (Y un nidmero maximo?

g) ¢Hay algun método para resolverlos?

h) ¢Se pueden hacer Sudokus de otros tamafios? ¢(Cuantos habrad de 4 x 4? ;Y
de 16 x 16?

i) ¢Se podra inventar Sudokus de 7 x 7? ¢Y de 13 x 13? En todo caso,

¢cuadrados de cuantas filas y columnas se pueden considerar?

En fin, hay muchisimas preguntas que uno puede formularse, y estoy seguro de que
mientras usted leia éstas, pensé en otras que quiza le interesen mas. En realidad,
eso es lo unico que importa.

Con todo, quisiera aportar algunas respuestas, a las que se puede acceder en
cualquier libro que se especialice en este pasatiempo japonés, o bien en Internet, o
incluso en la famosa revista Scientific American, que le dedicé una nota de varias

paginas en la edicién de junio de 2006.

ALGUNOS DATOS SOBRE EL SUDOKU

Antes que nada, voy a proponerle algunas reflexiones.

Suponga que tiene resuelto uno de los Sudoku y decide cambiar dos niumeros de
posicion. Por ejemplo: cada vez que aparece un nidmero 1, lo cambia por un 8. Y al
revés lo mismo, es decir, cada vez que aparece un 8 lo cambia por un 1.
Obviamente, aunque parezcan dos juegos distintos, seran el mismo. Es decir que
como juegos son diferentes, pero en esencia sabremos que uno proviene de otro
intercambiando un par de numeros, por lo que cualquier dificultad que tuviera el
primero, lo tendré el segundo.

Y viceversa.

Ahora bien: si vamos a calcular todos los Sudokus que hay, a estos dos ultimos ¢los
contamos dos veces 0 reconocemos gue es el mismo juego con dos “apariencias”
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diferentes? Por otro lado, suponiendo que uno tiene resuelto un Sudoku, e
intercambia (s6lo por poner un ejemplo) las filas uno y tres, ¢cambia el resultado
final? ¢Agrega o quita alguna dificultad? ¢Y si uno intercambiara la cuarta y la
quinta columnas? ¢Varia en algo el planteo inicial? ;Se trata, acaso, de dos juegos
diferentes? Uno puede decir que si, que son dos juegos diferentes porque las
columnas estan cambiadas o los digitos estan intercambiados. Aceptemos esta
respuesta. En ese caso, el numero de Sudokus que se pueden encontrar (con ayuda
de algunas herramientas matematicas y de ldgica y, por supuesto, computadoras

rapidas) es:

6.670.903.752.021.072.936.960

Mas de 6.670 trillones de juegos posibles.
En cambio, si uno restringe los casos como el planteado, y no considera distintos a
los que surgen, por ejemplo, de intercambiar dos digitos, o dos columnas o dos

filas, entonces el nimero de juegos posibles se reduce muchisimo:

5.472.730.538

Un poco menos de 5.500 millones. Con todo, lo interesante de este niumero es que,
como dice Jean-Paul Delahaye en el articulo publicado por Scientific American, es
menor que el numero de personas que habitamos la Tierra, calculado en mas de
6.300 millones.

Con estos datos creo que esta claro que es dificil que uno pueda considerar que se
van a acabar los juegos en esta generacion.

De hecho, podemos jugar tranquilos sin que corramos el riesgo de descubrir alguna
de las posibles repeticiones.

Otra de las preguntas pendientes se refiere a la unicidad en la respuesta. ;Qué
quiere decir esto? Supongamos que nos dan un juego de Sudoku, que tiene
repartidos ciertos digitos en algunas casillas. Por supuesto, no hay garantia de que
esa configuracion tenga solucién, es decir que podriamos encontrarnos con algunos
datos contradictorios. Pero suponiendo que estan bien, y que no hay
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contradicciones, ¢(cOmo sabemos que la soluciébn que encontramos es la Unica
posible? En realidad, ésa es una muy buena pregunta, porque al haber tantos
juegos de Sudoku habra que recurrir a una computadora para comprobar, en
general, si en nuestro caso puede haber mas de una solucion. Podria ser asi. De
hecho, usted mismo puede inventar un juego que tenga mas de una solucién. Sin
embargo, la unicidad de la solucién deberia ser un requerimiento basico. Porque se
supone que si el juego esta bien planteado, tiene que tener una solucién Unica. Esa
es una parte del atractivo del Sudoku; si no, seria como jugar al “bingo”, y cuando
uno cree que gand y grita “jBingo!”, hay otro que “gana” junto con usted.

Ahora bien: ;cuantos numeros deben venir impresos antes de empezar el juego?
¢Los contd alguna vez? (Siempre es la misma cantidad? Lo interesante en este
aspecto es que el numero de datos con el que ya viene cada Sudoku varia con cada
juego. No hay un nimero predeterminado que sea el correcto.

No obstante, como podra intuir, algunos nimeros tienen que aparecer porque, en el
caso extremo, si no hubiera ninguno habria muchisimos resultados posibles. Ni bien
se coloca un digito, disminuye la cantidad de respuestas, y al agregar cada vez mas,
se iran restringiendo las soluciones en forma proporcional, hasta llegar a un niamero
de datos que garantice una solucién Unica.

Otro problema es el de la minimalidad, es decir, ¢cual es el nUmero minimo de
datos que deben figurar para que haya una Unica solucién? Hasta hoy el problema
no tiene respuesta. La conjetura mas aceptada es que hacen falta 17. Hay varios
matematicos en el mundo pensando y discutiendo el caso, y uno de ellos, el irlandés
Gary McGuire, de la Universidad Nacional de Irlanda (Maynooth), lidera un proyecto
que trata de probar que hay ejemplos de Sudoku que con 16 datos garantizan una
solucién unica. Hasta acéa, segun él mismo reconocid, ha fallado en el intento, por lo
que el 17 sigue siendo el nimero aceptado.

Existen muchas preguntas abiertas, sin respuesta, aun hoy, y hay varios casos mas
sencillos que se pueden atacar (con un tablero de 4 x 4, por ejemplo). Lo que creo
interesante es mostrar cOmo un juego inocente y que so6lo parece un pasatiempo,
tiene mucha matematica detras.

ALGUNAS REFERENCIAS:

http://en.wikipedia.org/wiki/Sudoku
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http://sudoku.com.au/

http://www.dailysudoku.com/sudoku/index.shtml

http://www.daily-sudoku.com/

http://www.sudoku.com/howtosolve.htm

8. Criba de Eratdstenes

Eratostenes (257-195 a.C.) naci6 en Cyrene (ahora Libia), en el norte de Africa. Fue
el primero en calcular, con precision sorprendente para la época, el diametro de la
Tierra (nunca voy a entender por qué se le atribuye a Colén el haber “descubierto”
que la Tierra era “redonda” o esférica, cuando eso ya se sabia desde mas de quince
siglos atras).

Por varias décadas, Eratostenes fue director de la famosa Biblioteca de Alejandria.
Fue una de las personas mas reconocidas de su tiempo, y lamentablemente sélo
unos pocos fragmentos de lo que escribié sobrevivieron hasta nuestros dias.
Eratéstenes murié en una huelga voluntaria de hambre, inducido por la ceguera,
que lo desesperaba. Aqui deseo presentar uno de sus famosos desarrollos: la
Ilamada “Criba de EratOstenes”.

Sabemos que un numero primo (positivo) es aquel niumero entero que solo es
divisible por si mismo y por 1 (explicitamente se excluye al nimero 1 de la
definiciéon). Lo que hizo Eratéstenes fue disefiar un algoritmo que le permitiera
encontrar todos los niumeros primos. Veamos qué es lo que hizo.

Escribamos los primeros 150 niumeros:
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
72 13 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

101 102 103 104 105 106 107 108 109 110
711 112 113 114 115 116 117 118 119 120
121 122 123 124 125 126 127 128 129 130
131 132 133 134 135 136 137 138 139 140
141 142 143 144 145 146 147 148 149 150

Eratéstenes empez6 a recorrer la lista. ElI 1 no lo considerd, porque sabia que no era
primo, de modo que el primer nimero con el que se encontré fue el 2. Lo que hizo

entonces fue dejar el 2 y tachar todos sus multiplos. Y le quedd una lista como ésta:

+ 2 3 4 5 & 7 8 9 I8
1M 42 13 &4 15 & 17 48 19 =26
21 =22 23 24 25 2 27 =28 29 <6
31 42 33 34 35 3 37 <8 39 48
41 42 43 44 45 46 47 48 49 &6
51 &2 53 &4 55 & 57 &8 59 &6
61 &2 63 &4 65 &6 67 &8 69 6
7 &= 73 H 75 e 77T 8 79 86
81 82 83 &4 85 8 87 88 89 4oL8
91 &2 93 84 95 86 97 88 99 Je6
101 3682 103 484 105 306 107 408 109 46
171 32 113 44 115 446 117 48 119 320
121 422 123 424 125 426 127 428 129 436
131 482 133 434 135 36 137 438 139 46
141 H2 143 4 145 M6 147 48 149 366
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Una vez que taché todos los multiplos de 2, siguié con la lista. Fue hasta el primer
nuamero sin tachar y se encontré con el 3. Lo dej6 asi, sin tachar, y eliminé todos

sus multiplos. La tabla qued6 de esta manera:

+ 2 3 4 5 & 7 S 8 o
1M1 R 13 4 B & 17 8 19 26
= 22 23 24 25 #Z H 28 29 238
31 22 3 34 35 36 37 38 308 46
41 42 43 44 46 46 47T 48 49 &O
&4 &2 53 &4 55 &8 &+ 2 59 &8
61 &2 62 &4 65 66 67 68 &8
MM RT3 M L T LT 86
< &2 83 &4 85 &8 & 22 89 88
91 82 82 &4 95 86 97 L8 60 400
101 362 103 484 105 306 107 308 109 Ho
4 H2 113 44 115 H6 4 H2 119 4=0
121 422 422 424 125 426 127 28 420 436
131 32 133 434 136 36 137 88 139 M0
HE M2 143 4 145 He 4 48 149 Je0

Después, siguié. Como el 4 ya estaba tachado, avanzd hasta el primer ndmero sin
tachar y se encontré con el 5. Dej6 el 5 y continud con el proceso anterior, tachando
todos sus multiplos.

De esa forma, quedaron eliminados todos los multiplos de 5. Y la tabla queddé asi:
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Luego siguio con el 7, y tach6 todos sus multiplos. Después avanzé hasta el primer

ndamero sin tachar, y encontré el 11.

Lo dejo, y tacho todos sus multiplos. Siguidé hasta el siguiente numero no tachado, y

se encontr6é con el 13. Luego, tach6 todos sus multiplos, y continué con el mismo

ejercicio hasta completar la tabla.

Finalmente, los nimeros que no estaban tachados no eran multiplos de ningun

ndmero anterior. En realidad, lo que estaba haciendo era construir una suerte de

“filtro” por el cual, al hacer pasar todos los numeros, sé6lo quedaban los primos.

Y la tabla quedaba (al menos, en los primeros 150 lugares) asi:
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+ 2 3 4 5 & 7 8§ 8 1
11 42 13 H& & & 17 48 19 =26
= £2 23 24 2 2 H <48 29 38
31 32 32 4 36 36 3] 38 3 48
41 42 43 44 46 46 41 48 40 &8
& &2 53 B4 &6 &6 & B8 59 B0
61 &2 63 &4 66 66 67 68 &8 40
M &2 73 H 4 & H 48 79 86
& 82 83 84 86 86 & 88 89 &0
91 82 83 84 66 86 97 88 60 400
101 462 103 484 31085 106 107 468 109 H8
A4 42 113 44 46 He 4 48 48 0
121 422 323 424 426 426 127 428 Jz0 180
131 232 133 434 36 6 137 &8 139 40
M2 143 M4 HE M6 M8 149 3e0

Con este método sencillo pero muy efectivo, Eratéstenes construyé su famosa
“criba”. Los numeros que lograban sortear el filtro eran los niumeros primos: 2, 3, 5,
7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 91,
97, 101, 103, 107, 109, 113, 121, 127, 131, 133, 137, 139, 143, 149... Sabemos
que los primos son infinitos, pero todavia hay muchas preguntas respecto de ellos.
Con todo, la criba de Eratéstenes fue el primer método o algoritmo que se conocid
para identificarlos®. Aun hoy es la forma mas efectiva para detectar los nimeros
primos mas pequefios (digamos, los menores de 10 millones).

Aungue sea nada mas que por este aporte a la Teoria de niumeros y por lo que hizo
con un grado de eficiencia notable para la época al determinar que la Tierra era

redonda, se merece un lugar en la Historia.

9. Numeros perfectos
Los numeros enteros son una usina generadora de problemas interesantes. Y

muchos de ellos siguen abiertos, en el sentido de que aldn no se conoce su solucion.

& Obviamente no los encuentra a todos porque los primos son infinitos, pero lo que asegura este proceso es que uno
puede determinar todos los primos menores que un nimero dado, o bien decidir si un niamero cualquiera es primo
0 no.
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Aqui voy a exponer uno de esos problemas.

Pitdgoras y sus discipulos creian que los nUmeros contenian la esencia de todo, y les
ponian género también. Por ejemplo, decian que los niumeros pares eran femeninos.
En esta oportunidad, me voy a ocupar de los que llamaron nameros perfectos.
Antes que nada, los numeros que voy a usar en este tramo son los que se
denominan numeros naturales, los que uno conoce porque los usamos todos los
dias: 1, 2, 3, 4, 5, 6,..., etcétera.

Tomemos ahora un nidmero natural cualquiera, digamos el 12. ;Cuantos niameros lo
dividen exactamente? Es decir, ¢en cuantas partes se puede dividir el 12 sin que

sobre nada? La respuesta es (espero que lo haya resuelto solo antes):

1,2,3,4,6y 12

Si divido 12 por el nimero 1, obtengo 12 y no sobra nada.

Si divido 12 por 2, obtengo 6 y no sobra nada. Si divido 12 por 3, obtengo 4 y no
sobra nada. Si divido 12 por 4, obtengo 3 y no sobra nada... Pero si dividiera el
ndmero 12 por 5, el resultado no seria un numero natural, sino 2,4. En este sentido,
podemos decir que el niumero 12 no es divisible exactamente por 5, pero si por 1, 2,
3, 4, 6 y 12. Justamente, estos numeros son los divisores del 12.7

Ya sabemos entonces cuales son los divisores de un niumero natural. Como se dar&a
cuenta, el numero 1 es siempre divisor de cualquier numero. Y también es cierto
que el propio niumero es siempre divisor de si mismo.

Ahora bien. Volvamos al niUmero 6. {Qué divisores tenia? Como vimos:
1,2,3y6
Si excluimos al propio numero, es decir, si excluimos al 6, entonces los divisores

son: 1, 2 y 3. A éstos se los llama divisores propios.

Si los sumamos obtenemos:

7 Una definicibn mas precisa es la siguiente: “El niGmero natural d es un divisor del niamero natural n, si existe un
ndmero natural g tal que: n=d * q”.
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1+2+3=6

Es decir que si uno suma los divisores propios, en este caso obtiene el niUmero de
partida.
Tomemos otro ejemplo; el nimero 10.

Los divisores propios del 10 (es decir, los que no lo incluyen) son:

1,2y5

Si uno los suma:

1+2+5=8

en este caso, la suma de los divisores no permite obtener el nUmero original.

Tomemos otro numero. Los divisores propios del 12:

1,2,3,4y6

Si uno les suma, tiene:
1+2+3+4+6=16

Otra vez se obtiene un numero distinto del de partida. La suma de los divisores no
reproduce el niumero original.

Cabe entonces preguntarse si es el 6 el Unico ejemplo, o si hay otros. A los nUmeros
que, como el 6, cumplen con la propiedad de que la suma de sus divisores propios
reproduce el niumero original, se los llama perfectos.

El nUmero 6 que encontramos, ¢habra sido una casualidad? ¢Sera el Unico? (Invito
al lector a seguir probando solo. Busque otros numeros perfectos.) Analicemos

ahora el numero 28. El 28 tiene como divisores (excluyéndolo a él mismo) a

1,2,4,7,14
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Y la suma da:

1+2+4+7+14=28

Luego, el 28 jes un numero perfecto! Por fortuna, entonces, el 6 no es el Unico. En
todo caso, es el primer niumero perfecto entre los naturales. Ya sabemos que hay
otro mas: el 28, entre ellos.

Le invito a descubrir que ningln numero entre 6 y 28 es perfecto.

Es decir, el nUmero 28 es el segundo numero perfecto.

Aca aparecen algunas preguntas que son naturales:

e ;Habréa un tercero?
e Silo hay, ¢cual es?
e ;Cuantos numeros perfectos hay?

¢ ¢Hay alguna manera de encontrar todos los nidmeros perfectos?

Ahora, algunas respuestas. Y digo algunas no sélo porque en este texto no cabrian
todas (ni mucho menos), sino porque hay algunas respuestas que adn no se
conocen.

Avancemos un poco mas.

El nimero 496 tiene como divisores propios a

1, 2, 4, 8, 16, 31, 62, 124 y 248

Luego, si uno los suma, obtiene:

1+2+4+8+ 16+ 31+ 62+ 124 + 248 = 496

Hemos descubierto otro nimero perfecto: jel 496! Un par de cosas mas. Se sabe (y
usted puede confirmarlo haciendo las cuentas pertinentes) que entre el 28 y el 496
no hay ningdn otro numero perfecto. Es decir que el 496 es el tercer numero

perfecto que aparece. Eso si: hay que “caminar” bastante, para encontrar el
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cuarto... El nimero 8.128 es perfecto también.
Las comprobaciones no son dificiles de hacer pero hace falta tener paciencia y una

calculadora a mano.

8.128=1+2+4+8+ 16 + 32 + 64 + 127 + 254 + 508 + 1.016 + 2.032 +
4.064

Hasta aca sabemos, entonces, que los primeros numeros perfectos son 6, 28, 496 y
8.128.
Otros datos interesantes:
a) un manuscrito del afio 1456 (j!) determind que el 33.550.336 es el quinto
numero perfecto.
b) Hasta hoy, octubre de 2006, no se conocen numeros perfectos que sean
impares.

c) El nmero perfecto mas grande que se conoce es: 232582657 y (232582657 _ 1)

Los griegos estuvieron siempre preocupados y dedicados a descubrir niameros
perfectos, y también escribieron mucho sobre ellos. En el ultimo volumen del libro
Elementos, de Euclides (el mas leido después de la Biblia), se encuentra la siguiente
afirmaciéon: Si n es un nimero entero positivo y (2" — 1) es primo, entonces el

ndmero

20D x @ - 1) [°]

es perfecto.

Por ejemplo:

Para n = 2, se obtiene: 2¢" Y * (22_1)=2x3=6
Para n = 3, se obtiene: 2@ Y x (2°-1) =4 x 7 = 28
Para n = 5, se obtiene: 2¢ "V x (2° - 1) = 496

Esto es muy interesante, porque quiere decir que Euclides encontré una manera de

8 Uno de los matematicos mas grandes de la historia, el suizo Leonhard Euler (1707-1783), demostré que todos los

numeros perfectos pares son los de esta forma.
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descubrir los numeros perfectos.

Paran = 7, se obtiene: 27" Y x (2" — 1) = 64 x 127 = 8.128

Uno siente la tentacién de probar ahora con el préximo primo, el que le sigue a 7.
Es decir, la tentacion de intentarlo para n = 11: 2% Y x (2™ — 1) = 2.096.128 Y
este nUmero no es perfecto.

El problema radica en que el nimero (2'* — 1) = 2.047 ino es primo! En realidad,

2.047 = 89 x 23.

Luego, el hecho que 2.096.128 no sea perfecto no vulnera lo que habia dicho
Euclides. Sin embargo, vale la pena seguir un poco mas.

Si uno aplica la férmula al siguiente primo, o sea, el nimero 13, se obtiene:

2@3-D y (2¥* - 1) = 33.550.336

y este numero si es perfecto.
Marin Mersenne es un matematico francés que probdé en 1644 que los primeros

trece numeros perfectos son de la forma que acabamos de ver para

n=2,3,5,7,13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127 y 157

En resumen:

a) Los primeros numeros perfectos son: 6, 28, 496, 8.128, 33.550.336,
8.589.869.056, 137.438.691.328, 2.305.843.008.139.952.128. Con la ayuda
de computadoras, se encontraron numeros perfectos para los siguientes n: 2,
3,5, 7,13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1.279, 2.203, 2.281,
3.217, 4.253, 4.423, 9.689, 9.941, 11.213, 19.937, 21.701, 23.209, 44.497,
86.243, 110.503, 132.049, 216.091, 756.839, 859.433, 1.257.787 y
1.398.269.

b) Dado cualquier nimero n, si (2" — 1) es primo, entonces el nimero 2" x (2"
— 1) es perfecto.

¢) La féormula anterior provee todos los niumeros perfectos pares.
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d) Hasta hoy no se conocen numeros perfectos impares.

e) ¢Habra? Se han probado con todos los nimeros hasta 103%°, es decir, un 1
con trescientos ceros después, y no se encontré6 ningin numero perfecto
impar. Se duda de que existan, pero aun no hay una demostracion.

f) ¢Habra infinitos numeros perfectos? La bibliografia en este tema es
amplisima. Este capitulo sélo estuvo dedicado a la presentacion en sociedad
de los numeros perfectos. Y para mostrar que la matemética tiene aun

muchisimos problemas abiertos. Este es sélo uno de ellos.

10. La vida en el infinito. Serie geométrica y armdnica

¢Es posible sumar “infinitos” nimeros positivos y que el resultado sea un numero
(no infinito)? Naturalmente, la primera reacciéon es decir: “No. No se puede. Si uno
pudiera sumar infinitos numeros positivos, el resultado creceria constantemente vy,
por lo tanto, si siguiera sumando numeros indefinidamente deberia “llegar al
infinito”.

Por supuesto, hay algunos aspectos de esta frase que son ciertos.

Es decir, si uno empieza a sumar nidmeros positivos, a medida que agregue mas y
mas, el numero obtenido serd cada vez mas grande. Eso es cierto. Ahora bien, lo
que intento poner en duda es: ¢(qué quiero decir con “si siguiera sumando ndmeros
indefinidamente deberia “llegar’ a infinito”? Ya hemos visto en Matematica... ;Estas
ahi? que la “suma infinita” de las inversas de las potencias de 2 da como resultado
el numero 2. Esa “suma infinita” es la suma de la serie geométrica, de razén (1/2),
por la que se obtiene el nimero 2.

Ahora, ¢qué pasaria si uno hiciera cada una de estas sumas “en forma parcial”?
Supongamos que uno va “sumando de a poco”. Empieza con un solo término, luego
suma dos, luego tres, luego cuatro, luego cinco... etcétera. Obviamente, cada una
de estas sumas producira un namero, que llamaré S,. Es decir, llamaré S; cuando
sume un solo nudmero; S, cuando sume dos; Sz cuando sume tres, y asi

sucesivamente hasta producir una tabla como la que sigue:

81:1
S, =1+1/2=1,5
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S3=1+1/2+1/3 =1,833333...

S4=1+1/2+ 1/3 + 1/4 = 2,08333333...

Ss=1+1/2 +1/3 + 1/4 + 1/5 = 2,2833333...

Se=1+1/2+1/3 +1/4+1/5+ 1/6 = 2,45

S;,=1+1/2+1/3+1/4+ 1/5+ 1/6 + 1/7 = 2,59285714285714...
Se=1+1/2+ 1/3 +1/4+ 1/5+1/6 + 1/7 + 1/8 = 2,71785714285714...

Es decir que a medida que vamos agregando mas numeros, los valores de S, se
hacen cada vez mé&s grandes. La pregunta es: estos numeros S, ¢crecen
indefinidamente? ¢Se hacen tan grandes como uno quiera? En el ejemplo que
presenté en Matematica... ¢(Estds ahi? vimos que al sumar parcialmente los
términos, las sumas eran cada vez mayores, pero nunca superaban el nimero 2.
Ahi mostré también otra sucesion (la de la suma de las inversas de las potencias de
2):

Ao=1=1=2-1

Ar=1+1/2=3/2=2-1/2

A,b=1+1/2+1/4=7/4=2-1/4

As;=1+1/2 +1/4+1/8=15/8 =2 —-1/8

A, =1+ 1/2+1/4+ 1/8 + 1/16 =31/16 =2 - 1/16
As=1+1/2+1/4+1/8 +1/16 + 1/32 =63/32 =2 —-1/32
As=1+1/2+1/4 + 1/8 + 1/16 + 1/32 + 1/64 = 127/64 =2 — 1/64

Como puede ver, si bien los elementos de esta sucesién A, son cada vez mas
grandes a medida que crece el subindice n, ninguno de ellos superard la barrera del
ndmero 2. Es decir que a medida que el subindice n es cada vez mas grande, el
valor correspondiente de A, es también mayor. Esto se indica (en la jerga
matematica) diciendo que la sucesién A, es una sucesion estrictamente creciente.
Concluimos entonces: crece, si, pero esta acotada por el numero 2.

En el ejemplo que analizamos ahora, las sumas son cada vez mayores también,
pero lo que no queda claro es si hay una barrera o limite (como antes sucedia con el
ndmero 2) que no puedan superar. Hemos construido entonces lo que se llama una
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sucesion (S,) de numeros reales, de manera tal que a medida que el subindice n
crece, el valor de S, también lo hace. La pregunta es si los numeros S, crecen
indefinidamente.

Pensémoslo de la siguiente manera: si no crecieran indefinidamente querria decir
que hay alguna pared que no podran superar. No importa cuan grande sea el
subindice n, habria una barrera que no podria atravesar. (Por ejemplo, en el caso de
la suma de las inversas de las potencias de 2, vimos que el nimero 2 es una pared
que no se puede “atravesar” por mas que el subindice sea tan grande como uno
quiera.)

Miremos algunos términos de la sucesion:
S1=1
S2=1+1/2

S4=1+1/2 + (1/3 + 1/4)

Puse entre paréntesis los ultimos dos sumandos a propdsito, porque si uno mira lo

que quedd entre paréntesis, el nUmero:

1/3 = 1/4

Luego:

(1/3 + 1/4) > (1/4 + 1/4) = 2/4 = 1/2 (¥)

Acabamos de mostrar entonces que

Si>1+1/2+1/2=1+ 2 x (1/2) (**)

Miremos ahora lo que pasa con Sg:

Sg =1+ 1/2 + (1/3 + 1/4) + (1/5 + 1/6 + 1/7 + 1/8)
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A propdsito, volvi a poner entre paréntesis algunos sumandos, para que hagamos
juntos algunas consideraciones. El primer paréntesis (1/3 + 1/4), ya vimos en (*)
que es mayor que (1/2).

Ahora, miremos el segundo paréntesis:

(1/5 + 1/6 + 1/7 + 1/8)

Como:
1/5>1/8 1/6 > 1/8 1/7 > 1/8
Entonces:
(/5 + 1/6 + 1/7 + 1/8) > (1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8)
Es decir:

(1/5 + 1/6 + 1/7 + 1/8) > 4 veces (1/8) = 4 x (1/8) = 1/2

Hemos descubierto que el segundo paréntesis es también mayor que (1/2). Y éste

es un punto importante, porque con estos datos sabemos ahora que

Se=1+1/2+ (1/3+1/4) + (/5 +1/6 + 1/7 +1/8) > 1 + 1/2 + 1/2 + 1/2 =
=1+ 3 (1/2) (**%)

De la misma forma, ahora miremos el término S

Sie =1+ 1/2 + (/3 + 1/4) + (1/5 + 1/6 + 1/7 + 1/8) + (1/9 + 1/10 + 1/11 +
1/12 + +1/13 + 1/14 + 1/15 + 1/16) (***%*)

Una vez mas, como hice mas arriba, agrupé entre paréntesis algunos términos. En

este caso, la diferencia con Sg es que ahora se agregaron los udltimos ocho
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sumandos que figuran dentro del tercer paréntesis. Lo interesante aqui es notar

que:

(/9 + 1/10 + 1/11 + 1/12 + 1/13 + 1/14 + 1/15 + 1/16) > (1/16 + 1/16 + 1/16
+ 1/16 + 1/16 + 1/16 + 1/16 + 1/16) =

= (8 veces el numero 1/16) = 8 x (1/16) = 1/2 Es decir, “mirando” el renglén

(****)

podemos concluir que

Sis =1+ 1/2 + (1/3 + 1/4) + (1/5 + 1/6 + 1/7 + 1/8) + (1/9 + 1/10 + 1/11 +
1/12 + 1/13 + 1/14 + 1/15 + 1/16) > 1+ 1/2 + 1/2 + 1/2 + 1/2 =1 + 4 x (1/2)

Resumo lo que hemos visto hasta aqui, y lo invito a pensar conmigo qué

conclusiones podriamos sacar:

S;=1

S, =1+ 1/2
S,>1+2x (1/2)
Sg > 1+ 3 x(1/2)
Si6>1+ 4 x (1/2)

Si uno siguiera con este procedimiento, descubriria, por ejemplo, que

Sz >1+5x (1/2)
Seas=>1+ 6 x (1/2)
8128 >1+7X (1/2)

Quiere decir: a medida que crece el subindice n en S,, la sucesién S, es cada vez
mas grande que la sucesiéon (1 + n x (1/2)).

En realidad, la desigualdad que uno debe escribir es:
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S(") > (1 + nx (1/2)) [1]

Luego, como la sucesion en el término de la derecha de [1] tiende a infinito, es
decir, se hace arbitrariamente grande, y la sucesién S, es mas grande aun,
entonces se concluye que la sucesion S, también tiende a infinito. En otras palabras,
si una sucesion de numeros es mayor, término a término, que otra, y ésta tiende a
infinito, entonces la primera, con mas razon, tiende a infinito.

En conclusién, si uno pudiera sumar indefinidamente

1+1/2+1/3+1/4+1/5+ 1/6 +... + 1/n + 1/(n+1) + ...

esta suma tendera a infinito o, lo que es lo mismo, superara cualquier barrera que
le pongamos.

A la serie S, se la conoce con el nombre de serie armodnica.

NOTAS ADICIONALES:

a) Si bien la serie armodnica diverge (0 sea, tiende a infinito), hay que sumar 83
términos para que supere la barrera del 5. Dicho de otra manera, recién: Sgs
>5

b) Ademas, hay que sumar 227 términos para superar el niUmero 6.

c) Recién el término: Sisz7 > 10

d) Y hay que sumar 250 millones de términos para superar el niumero 20.

e) En 1689 apareci6é en el “Tratado en series infinitas”, de Jakob Bernoulli, la
primera demostracion de que la serie armoénica era divergente. Este texto fue
reimpreso en 1713. Hay una réplica del original en la biblioteca de la
Universidad del estado de Ohio (Estados Unidos). Si bien Jakob escribié que
la prueba se la debia a su hermano Johann Bernoulli, en realidad la primera
demostracion aparecié publicada alrededor de 1350, cuando la matematica
Nicole Oresme (1323-1382), en un libro titulado Cuestiones sobre la
geometria de Euclides, escribidé la demostracion mas clasica de este hecho,
que es la que se usa hoy. La otra demostraciéon se debe al matematico
italiano Pietro Mengoli (1625-1686), quien en 1647 se adelanté a la
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demostracion de Bernoulli unos cuarenta afos.

12. Primos en progresion aritmética
Supongamos que escribo esta sucesion de numeros (al menos, los primeros

términos):

{1, 2, 3, 4, 5,.., 10, 11, 12,..}
{1,3,5,7,9,11,.., 23, 25, 27, 29,..}

{2, 4,6, 8, 10, 12,..., 124, 126, 128,..}

{7, 10, 13, 16, 19, 22,..., 43, 46, 49,..}

{7, 17, 27, 37, 47,..., 107, 117, 127,..}

{5, 16, 27, 38, 49,..., 126, 137, 148, 159,..}

Le propongo que descubra cdémo seguir en cada caso. Hagalo sola/o porque es
mucho mas entretenido que leer la solucién.
De todas formas, la primera sucesién es trivial, porque es la sucesion de todos los

numeros naturales. Cada término se obtiene del anterior sumando 1.

{1, 2, 3, 4, 5,.., 10, 11, 12,..}

La segunda son los impares, y cada término se obtiene sumando 2 al anterior.
Claro: uno empieza con el niumero 1, pero esto no es necesario. Podriamos haber

comenzado en cualquier nimero.

{1, 3,5,7,9, 11,.., 23, 25, 27, 29,...}

De hecho, la tercera sucesion:

{2, 4, 6, 8, 10, 12,..., 124, 126, 128,..}

cumple con la misma regla: cada término se obtiene del anterior, sumando 2.

En la siguiente sucesion:
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{7, 10, 13, 16, 19, 22,..., 43, 46, 49,..}

cada término se obtiene del anterior sumando 3. Importa también decir en qué
ndmero uno empieza: en este caso, en el 7.

La que aparece después:

{7, 17, 27, 37, 47,..., 107, 117, 127,..}

tiene la particularidad de que cada término se obtiene del anterior sumando 10, y
también, como en la anterior, el primer término es 7.

En la dltima sucesion:

{5, 16, 27, 38, 49,..., 126, 137, 148, 159,...}

cada término se obtiene del anterior sumando 11, y el primer término es 5.

Todas estas sucesiones tienen muchas cosas en comun, pero la mas importante, la
que las define, es que, sabiendo cual es el primer término y cuél es el numero que
hay que sumarle (llamado la razén), el resto es facil de deducir.

Estas sucesiones se dice que cumplen una progresion aritmética.

{1, 2, 3,4,5,..,10, 11, 12,..}: el primer término es 1 y la razén es 1.

{1, 3,5,7,9, 11,..., 23, 25, 27, 29,...}: el primer término es 1 y la razén es 2.

{2, 4, 6, 8, 10, 12,...,, 124, 126, 128,...}: el primer término es 2 y la razén es 2.

{7, 10, 13, 16, 19, 22,..., 43, 46, 49,...}: el primer término es 7 y la razén es 3.

{7, 17, 27, 37, 47,..., 107, 117, 127,..}: el primer término es 7 y la razén es 10.
{5, 16, 27, 38, 49,..., 126, 137, 148, 159,...}: el primer término es 5 y la razén es
11.

Obviamente, usted puede agregar los ejemplos que quiera, pero creo que los que di
son suficientes. Dicho esto, le voy a plantear un problema que tuvo (y audn tiene) a
los especialistas en Teoria de Numeros ocupados durante muchisimos afos.

Mire este ejemplo:

63 Preparado por Patricio Barros

Antonio Bravo



Matematicas... ¢estas ahi? Episodio 2 www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

{5, 17, 29, 41, 53}

Esta sucesion®, a diferencia de las anteriores, termina. Tiene sélo cinco términos.
Sin embargo, podemos decir que el primero es 5 y que la razén es 12. Termina ahi
porque otra particularidad que tiene es que json todos primos! El préximo numero
que deberiamos poner es... 65, pero el problema es que 65 no es primo (65 = 13 x
5). Luego, si queremos pedir que la sucesion esté compuesta sélo por numeros
primos, tiene que parar ahi, porque el nimero que deberia seguir ya no es primo.

Busquemos otra:

{199, 409, 619, 829, 1.039, 1.249, 1.459, 1.669, 1.879, 2.089}

Esta es una sucesion que tiene como primer término a 199, y como razéon 210.
Como antes, todos los niumeros que figuran en esta sucesidon son primos. Esta
compuesta por sélo diez términos, porque el siguiente, 2.299, jno es primo! (2.299
= 209 x 11).

Como podréa advertir, entonces, uno esta a la bdsqueda de sucesiones en progresion
aritmética de manera tal que todos los términos sean nidmeros primos.

Como vimos mas arriba, hay una sucesion de cinco primos en progresion aritmética,
y otra sucesion de diez primos también en progresiéon aritmética.

Hasta hoy (noviembre de 2006), la sucesibn mas larga de primos en progresion
aritmética que se conoce es de veintidés (22) términos. En realidad, se encontraron
dos de estas sucesiones.

La primera, es la que empieza en el niumero:

11.410.337.850.553

® En realidad, estoy haciendo abuso de la palabra sucesién porque al principio de esta seccién las sucesiones “no
terminaban” y ahora si. Pero creo que la idea general se entiende. Los nimeros {5, 17, 29, 41, 53} conforman el
principio de una sucesion, que tiene (obviamente) muchas maneras de continuar. Por ejemplo, podria seguir asi:
{5, 17, 29, 41, 53, 65, 77, 89, 101, 113, 125, ...}, donde cada término resulta de sumar 12 al anterior, y uno
empieza con el 5. Dicho de otra manera, es la sucesion que empieza en 5 y que tiene razéon 12.
Pero también, podriamos continuarla asi: {5, 17, 29, 41, 53, 5, 17, 29, 41, 53, 5, 17, 29, 41, 53, 5, 17, ..}. Es
decir, podria ser la sucesion que repite constantemente sus cinco primeros términos. De hecho, no hay una Unica
manera de continuar una sucesién cuando se conocen sélo algunos términos: hay infinitas. Por eso, me imagino
que usted podria agregar muchisimas mas.
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Es decir que este ultimo es el primer término, y la razén es:

4.609.098.694.200

La otra, tiene como primer término a

376.859.931.192.959

Y la razén es:

18.549.279.769.020

La pregunta que tuvo ocupados a los especialistas en el tema durante muchos afios
fue si existen sucesiones de primos en progresion aritmética de cualquier longitud.
Hasta 2004 la pregunta no tenia respuesta, y deberia decir que aun hoy no la tiene,
pero sefalo la particularidad de que en el trabajo conjunto publicado en 2004,
Green y Tao usaron un resultado que todavia no tiene la certificaciéon de los arbitros
que lo evaltuan, y que permitiria probar que si existen progresiones aritméticas de
primos de cualquier longitud. Sin embargo, hasta ahora, las de mayor “largo” que

se conocen son las dos que escribi mas arriba, de veintidés (22) términos cada una.

13. Luces encendidas, luces apagadas y modelos

¢Qué quiere decir modelar? Si, ya sé: hacer un modelo. Pero, (como se puede
aplicar la matematica para resolver un problema practico? Es decir: uno tiene un
problema cualquiera, se sienta a pensarlo y no se le ocurre como atacarlo. Algunas
veces uno es capaz de convertirlo en algo que sea mas sencillo, que sirva para
transformarlo en algo con lo que se sienta mas comodo para trabajar; quizas en eso
resida la vuelta para dar con la solucion.

Supongamos que uno tiene un tablero con cierta cantidad de lamparas. Cada
lampara tiene una ubicacién numerada en el tablero. Ademas, cada lampara puede
estar encendida o apagada.

La pregunta es: ¢de cuantas maneras diferentes pueden estar encendidas o
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apagadas las luces? Es decir, ¢jcuantas configuraciones distintas puede tener el
tablero? Si el tablero consistiera de una sola lampara, entonces, hay dos
configuraciones posibles: o bien la luz estd encendida, o estd apagada. Y aqui
empieza la modelaciéon, es decir, quiero empezar a construir un modelo, algo que
nos ayude a pensar el problema mas facilmente.

Marquemos con un O si la Unica luz esta apagada y con un 1 si esta encendida:

Apagada O
Encendida 1

Si uno tiene dos luces en el tablero, numeradas, entonces, ¢cuantas configuraciones

posibles hay?

Apagada-Apagada o sea, 00
Apagada-Encendida o sea, 01
Encendida-Apagada o sea, 10

Encendida-Encendida o sea, 11

Luego, se tienen cuatro posibles configuraciones:

00, 01,10y 11

Si ahora tuviéramos tres luces numeradas en el tablero, tendriamos:

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110y 111 (*)

donde cada numero O indica que la luz correspondiente est4d apagada y cada
ndmero 1, que esta encendida.

Por lo tanto, se tienen ocho configuraciones posibles.

En resumen:

1 luz 2 = 2* configuraciones
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2 luces 4 = 22 configuraciones

3 luces 8 = 22 configuraciones

Antes de avanzar, lo invito a pensar qué pasa cuando uno tiene cuatro lamparas
numeradas en el tablero. En lugar de escribir la solucién, lo que pretendo es pensar
una manera de avanzar que nos sirva para todos los posibles casos que vengan
después.

Es decir, poder contar cuantas configuraciones posibles se pueden tener, sin tener
que listarlas todas.

Si tuviéramos cuatro lamparas, supongamos que la cuarta esta apagada, es decir
que tiene un O en el dltimo lugar; entonces, ¢qué puede pasar con las
configuraciones para las tres primeras? Esa respuesta ya la tenemos, porque son las
que figuran en (*). Es decir, que todo lo que habria que hacer seria agregarles un
cero al final a las que alli figuran para tener todas las configuraciones para cuatro
lamparas, con la ultima apagada.

Se tiene, entonces:

0000, 0010, 0100, 0110, 1000, 1010, 1100 y 1110 (**)

Por otro lado, como ya se habra imaginado, van a aparecer otras ocho
configuraciones, que se obtienen de las que habia en (*), pero ahora con la ultima
luz encendida. Es decir que terminan en un 1.

Se tiene, entonces:

0001, 0011, 0101, 0111, 1001, 1011, 1101, 1111 (***)

A propdsito, resalté el nimero O y el nimero 1 para que se aprecie que las
primeras configuraciones de las tres lamparas corresponden a las que teniamos en
(™), pero, mientras que las primeras ocho corresponden a las que terminan en 0O, las
segundas ocho corresponden a las que terminan en 1.

¢Cudl es la moraleja de todo esto? Que cuando uno tenia tres lamparas, habia 23 =
8 configuraciones, y ni bien agregamos una lampara mas, hubo que multiplicar por
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2 lo que habia antes (porque corresponde a agregar un O o un 1 al final). Es decir
que cuando se tienen cuatro ldmparas, el numero de configuraciones posibles va a
ser el doble de las que habia con tres lamparas (como este nimero era 2° = 8,

ahora hay dos veces esas posibles configuraciones, o sea:

22+ 23 =2x2%=2*=16).

Creo que ahora se entendera por qué, si uno tiene un tablero con cinco lAmparas,

tendra:

2 x 2* = 2° = 32 configuraciones,

y asi sucesivamente. De modo que, si uno tiene n lamparas, el numero de
configuraciones es 2".
Por otro lado, la modelizacién en ceros y unos nos permite pensar en tiras con estos

nuameros, en lugar de tener un tablero con lamparas.

UNA APLICACION MUY INTERESANTE (Y MUY UTIL)

Para avanzar con el tema de la modelizaciéon, voy a mostrar otra manera de usar el
problema anterior (de las tiras de ceros y unos).

Supongamos que ahora uno tiene una bolsa con cuatro objetos: un reloj, una
calculadora, un libro y una lapicera. ;(De cuantas maneras se pueden seleccionar
regalos para hacer? O sea, regalos que consistan en un solo objeto, en dos objetos,
en tres objetos o los cuatro objetos al mismo tiempo. Si usaramos el modelo que
teniamos arriba, con las tiras de unos y ceros, podriamos darle a cada objeto un

ndmero. Digamos:

1 = Reloj
2 = Calculadora
3 = Libro

4 = Lapicera
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y pensamos ahora que debajo de cada uno de estos objetos, hay un casillero, en

principio, vacio.

1234

Si figura un numero uno en el casillero, eso quiere decir que hemos elegido ese
regalo. En cambio, si figura un nimero cero entonces eso significa que ese regalo
no lo hemos elegido.

Por ejemplo, si uno tiene la tira

1010

esto significa, que ha elegido un regalo con dos objetos: el nimero 1 y el nUmero 3.
O sea, el reloj y el libro.

La tira

1111

implica que uno ha elegido los cuatro objetos.

La tira

0001

indica que uno ha elegido sélo la lapicera.

De esta forma, cada tira de éstas, que involucra solamente ceros y unos, representa
una manera de elegir los objetos. Usando lo que vimos mas arriba con las luces del
tablero (encendidas o apagadas), todo lo que tenemos que hacer es recordar
cuantas de estas tiras hay.

Y ya sabemos que hay 2* = 16.

Claro, habria que excluir la tira “0000” porque esta implicaria no hacer ninguna
eleccion.

Pero lo interesante entonces, es que con esta manera de modelar, hemos aprendido
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a contar todas las posibles configuraciones para elegir regalos entre cuatro objetos
sin tener que hacer una lista de todos los casos. O lo que es lo mismo, cuantos
posibles subconjuntos se pueden formar con cuatro elementos.

Esto que acabamos de hacer con cuatro objetos se puede generalizar, obviamente.
En ese caso, si uno tuviera diez objetos y quiere saber cuantos posibles
subconjuntos se pueden formar, el resultado sera 2'° = 1.024 (si uno incluye como
subconjunto al vacio, o sea, no elegir ninguno). Si no, el resultado es 2% — 1 =
1.023.

En general, si uno tiene un conjunto con n elementos, y quiere saber cuantos

subconjuntos se pueden formar con él, la respuesta es:

2" subconjuntos,

si uno incluye al subconjunto que es vacio. Si no, la respuesta es:

2"-1

Lo que mas importa de este capitulo, es que hemos aprendido a modelar, al menos
en este caso particular, y ademas, hemos aprendido a contar subconjuntos de un

conjunto finito.

14. ;Cémo cuenta una computadora? (Numeros binarios)

Hay diez tipos de personas en el mundo: aquellos que entienden el sistema binario,
y aquellos que no.

ANONIMO Si una computadora pudiera hablar y uno le pidiera que contara,

contestaria lo siguiente (lea la lista que sigue y trate de descubrir el patréon):

10
11
100
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101
110
111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111
10000
10001
10010
10011
10100
10101
10110
10111
11000
11001
11010
11011
11100
11101
11110
11111
100000...

La primera observacién es que los Unicos digitos que la computadora us6 son el 0y
el 1. ;Qué mas? Us6 el O y el 1, pero para poder escribir todos los niumeros tiene

que ir incrementando la cantidad de veces que los usa. Tiene que usar cada vez
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numeros de mas cifras. Es decir, los primeros dos nimeros que aparecen en la lista
son el O y el 1, que se corresponden justamente con el O y el 1 que usamos
nosotros (en la notacidon que se llama decimal, la que utilizamos todos los dias).
Pero ni bien la computadora quiere llegar al nimero 2, y como so6lo puede usar
ceros y unos, necesita dos lugares o dos posiciones o numeros de dos cifras. Por

€S0, usa

10y 11

Estos corresponden, entonces, al nimero 2 y al nUmero 3 que Nosotros usamos en
la notacion decimal. Ahora se le acabaron las posibilidades con los dos digitos que
puede usar (O y 1) y las dos cifras, de modo que para poder continuar necesita un
tercer lugar, o lo que es equivalente a un niumero de tres cifras. Por eso, empieza

con el 100:

100, 101, 110, 111

Y esto le sirve parael 4,5, 6y 7.
Y otra vez se le agotaron las posibilidades. Si quiere llegar hasta el 8, necesita

ampliar las cifras. O sea, necesita usar cuatro lugares. Y por eso recurre al

1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111

Con éstos cubrio el:

8,9, 10, 11, 12, 13, 14y 15

¢Se entiende? Hago un paso mas: para alcanzar el 16 necesitard de numeros de

cinco cifras. Por eso, si uno revisa la lista (*), advierte que seguiran:

10000, 10001, 10010, 10011, 10100, 10101, 10110, 10111, 11000, 11001, 11010,
11011, 11100, 11101, 11110y 11111
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¢Qué otros patrones podemos encontrar? Revisemos.
El O y el 1 se representan a si mismos, entonces, no hay nada que pensar ahi. Sin

embargo, voy escribir un par de cosas mas:

a) 10 =2
b) 100 = 4
c) 1000 =8
d) 10000 = 16
Si usted sigue con este proceso, descubre que
e) 100000 = 32
f) 1000000 = 64

Es decir que estamos en condiciones de conjeturar que un uno seguido de ceros,

resulta ser siempre una potencia de 2.

1=2°
10 = 2°
100 = 27
1000 = 23
10000 = 2*
100000 = 2°
1000000 = 2°
10000000 = 27

y asi podriamos seguir.

En general, se dice que la numeracion utilizada en la lista (*) es la escritura en
ndmeros binarios. Y se llaman asi porque sélo aparecen involucrados dos digitos: el
Oyell.

Ahora bien: si pongo un numero cualquiera usando nada mAas que ceros y unos,
¢como se hace para saber a qué numero en la numeracién decimal corresponde?

Aqui me gquiero detener en una observacion. Cuando uno escribe —en la numeracion
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decimal— el niUmero

378

esta diciendo —en forma abreviada— que hay que sumar

300 + 70 + 8

De la misma forma, cuando uno escribe

34695

es como decir que uno ha sumado

30000 + 4000 + 600 + 90 + 5

Con esta idea en la cabeza, cuando uno escribe un nimero utilizando la notaciéon

binaria, digamos el nUmero

11010

esta indicando que uno suma

10000 + 1000 + 10

y de acuerdo con lo que vimos recién, esto implica sumar algunas de las potencias

de 2. En este caso:

10000 = 2% = 16
+1000=23=8
+10=2'=2
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O sea, el numero 11010 = 26 (= 16 + 8 + 2)
Otro ejemplo: el niumero 1010101 resulta de haber escrito en notaciéon binaria el

ndmero

1000000 + 10000 + 100 + 1 = (2° +2* + 22+ 2% =64 + 16 + 4 + 1 =85

Creo que ahora, después de estos ejemplos, esta en condiciones de, dado un
ndmero en notacién binaria, poder determinar qué ndmero en notacién decimal
representa.

Sélo con el afan de ayudarlo para que esté seguro de lo que esta haciendo, agrego
algunos ejemplos cuyas soluciones estan mas abajo.

Determine qué numeros en notaciéon decimal estan representados por los que

siguen en notacioén binaria:

a) 11111

b) 10111

c) 100100

d) 101001

e) 100101001
f) 11111111110

Otra pregunta posible es si dado un numero cualquiera, siempre se puede escribir
en binario. Y si la respuesta es afirmativa, ¢(cémo se hace? Es decir, lo minimo que
tendriamos que saber es cdOmo hacer para escribir cualquier nimero usando el
sistema binario. Lo voy a hacer con algunos ejemplos, y estoy seguro de que
después usted podra deducir la forma general de hacerlo.

Al menos, si yo estuviera en su lugar, lo intentaria. De hecho, antes de seguir
leyendo, seria muy util y mucho mas interesante que trate de descubrir lo que hay

que hacer por sus propios medios.

EJEMPLO 1

Tomemos el numero 13. ;COmo hacer para descubrir su “escritura” en ndmeros
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binarios? Una posible manera es empezar a dividirlo por 2 y anotar los restos de
cada division. Al dividir 13 por el numero 2, se obtiene un 6, y sobra 1.

Es decir:

13=6x2+ 1 (**%)

Ahora, seguimos dividiendo el niumero que obtuvimos como cociente. O sea, el
ndmero 6. Al dividirlo por 2, se obtiene 3 y no sobra nada. O lo que es lo mismo,
sobra O.

Es decir:

6=3x2+0 (**%)

Ahora, dividimos otra vez por 2 al cociente que obtuvimos, o sea, el nimero 3, y se

tiene:

3=1x2+ 1 (****)

Por ultimo, dividimos otra vez por 2 al cociente que obtuvimos, que es el niumero 1.

Y se tiene:

1=0x2+ 1 (x***x)

Luego, desandando el camino, y recorriendo para atras los restos que obtuvimos

(los nUmeros que aparecen en negrita), se tiene:

1101

Es decir: fui para atrds, marcando cada uno de los restos obtenidos, empezando del
ultimo hasta terminar en el primero.

Asi queda escrito un niUmero en notacion binaria.

Lo invito a comprobar que justamente ese numero, el 1101, es el 13 que
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buscabamos.

EJEMPLO 2

¢Como escribir en notacion binaria el nimero 513? Una vez mas, empiece a dividir
por 2, anote los cocientes por un lado y los restos por otro. A los cocientes
obtenidos los sigue dividendo por 2, y vamos a utilizar los restos cuando recorramos
para arriba la lista y descubramos el nimero que buscamos.

Las cuentas, entonces, son las siguientes:

513 = 256x2+ 1
256 = 128 x 2 + 0
128 = 64 x2+ 0]
64 = 32x2+ 0]
32 = 16 x 2 + 0]
16 = 8x2+ 0]
8 = 4x2+ 0
= 2x2+ 0]
= 1x2+ 0
= Ox2+ 1

Luego, el numero que buscamos (la escritura binaria de 513) se obtiene recorriendo

hacia arriba los restos que encontramos:

1000000001

EJEMPLO 3

Encontremos la escritura en numeros binarios del nimero 173. (Elijjo numeros

relativamente chicos, para que las cuentas no sean tan largas.)

173 = 86 x2 + 1
86 = 43 x2+ O
43 = 21 x2 + 1
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21 = 10x2+ 1
10 = 5x2+ 0
5= 2x2+ 1
2 = 1x2+ (0]
1= Ox2+ 1

Una vez mas, para encontrar lo que buscamos, recorremos los restos de abajo hacia

arriba y construimos el siguiente niumero binario:

10101101

Ahora creo que esta en condiciones de encontrar la escritura binaria de cualquier
numero. No sélo eso: esta en condiciones de afirmar que siempre la va a encontrar
usando este método. Por lo tanto, estamos en condiciones de decir que todo
numero escrito en forma decimal, admite una Unica escritura en notacion binaria. Y
viceversa: cualquier nUmero escrito en notacion binaria admite una Unica escritura
en notacién decimal. Esto permite concluir, entonces, que las computadoras pueden
sentirse libres de usar los numeros binarios tanto como quieran. No encontraran
ninguna dificultad, salvo la longitud o, si ustedes prefieren, la tira de combinaciones
de ceros y unos que hacen falta para escribir un nimero relativamente pequefio.
Una pregunta que uno deberia hacerse a esta altura es por qué las computadoras
estan restringidas a usar s6lo ceros y unos.

Las computadoras funcionan como si uno estuviera ante una barrera que sube o
baja para dejar pasar un auto. Depende de si el tren esta por venir o no. Si la
barrera estd baja, uno no puede pasar. Si estd levantada, entonces si. Esto
corresponde a impulsos eléctricos. O bien la barrera estd baja, en cuyo caso lo
representamos con un cero (porque no se puede pasar), o bien la barrera esta
levantada, en cuyo caso lo representamos con un uno.

Luego, como los circuitos de los que estan armadas las computadoras o bien dejan
pasar la electricidad o no la dejan pasar, eso se indica (a trazos gruesos, por
supuesto) con combinaciones de unos y ceros.

SOLUCION: Las respuestas son:
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a) 31
b) 23
c) 36
d) 41
e) 297
f) 2.046
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Capitulo 3

Probabilidades, estimaciones, combinaciones y contradicciones

... la légica irreprochable de un nifio
que se negaba a aprender la letra
“a” porque sabia que después
vendrian la “b”, la “c”, la “2” y “toda
la graméatica y la literatura
francesa”.
SIMONE DE BEAUVOIR
Contenido:

1. La prueba que no se puede tomar

2. Probabilidad de ganar el campeonato mundial para un equipo considerado

favorito

3. Herencia con infinitas monedas

4. Desfile y probabilidad

5. Genoma y ancestros comunes

6. Matrices de Kirkman

1. La prueba que no se puede tomar

Pensemos juntos esta situacion. Un profesor de colegio secundario (pobres... ellos
reciben todos los “palos”...) anuncia a los estudiantes que tomarad una prueba
“sorpresa” la semana siguiente.

Los alumnos cursan un ciclo de doble escolaridad, es decir que concurren a clases a
la mafana y a la tarde.

El profesor les dice que la prueba la podra tomar cualquier dia, exactamente a la
una de la tarde. Eso si: ellos se enterarian el mismo dia de la prueba, a las ocho de
la mafiana, ni antes ni después. Y las reglas seran estrictas, en el sentido de que él
garantizaba su cumplimiento.

El viernes previo a la semana en cuestion, el profesor anuncia que la prueba se
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tomara si o si. Veamos ahora el siguiente razonamiento que hicieron los alumnos.
Uno dijo: —El viernes no la puede tomar.

— ¢Por qué? —pregunto otro.

— jFacil!, retomo6 el primero en hablar. Si llegamos hasta el dia jueves y no la tomo,
eso quiere decir que nosotros sabriamos el mismo jueves que la prueba sera al dia
siguiente, ya que no le queda otra. Pero en ese caso, el profesor violaria su propia
regla, ya que dijo que nos enterariamos el mismo dia de la prueba a las ocho de la
mafana. Si no la tomé hasta el jueves, ese dia nosotros sabriamos que sera el
viernes. Y eso no puede pasar —termind contundente.

—No, pero espera —saltd otro. Entonces, el jueves tampoco la puede tomar —dijo
entusiasmado y entusiasmando a los otros.

Fijense por qué: como nosotros ya sabriamos que el viernes no la puede tomar (si
no la tomo el jueves), entonces, si no la toma el miércoles, sabriamos ese dia (el
miércoles) que el jueves tiene que tomar la prueba. Pero eso volveria a violar sus
propias reglas.

Es decir, nosotros sabriamos el miércoles a la mafiana, que si la prueba no la tomé
ese dia, la tendria que tomar el jueves porque el viernes no puede. Y es un lio para
él, porque se dan cuenta que, asi siguiendo, podemos demostrar ahora que el
miércoles no la puede tomar tampoco, ya que si el martes no la tomd, como no
puede hacernos rendir ni el jueves ni el viernes, tendria que ser el miércoles.

El proceso puede continuar hacia atrads, de manera tal de llegar a concluir que la
prueba no se puede tomar nunca. O mejor dicho, jno se puede tomar ningun dia de
esa semana! Al menos, no se puede tomar en las condiciones que propuso el
docente.

La historia termina aca. La paradoja continla abierta. Existe mucha discusion sobre
ella y hay estudios en varios sentidos, sin que exista un consenso mayoritario sobre
cual es en realidad el problema principal.

Ciertamente, los profesores toman pruebas “sorpresa”, de manera que hay algo que
no funciona. Esas reglas que puso el docente son incumplibles. O bien el profesor
tiene que revisarlas y admitir que los alumnos puedan enterarse el dia anterior que

la prueba sera tomada, o bien el caracter sorpresivo sera un poco mas discutible.
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2. Probabilidad de ganar el campeonato mundial para un equipo
considerado favorito

Este ejemplo de la utilizacion de la matematica para estimar las posibilidades que
tiene un equipo de futbol —considerado favorito — de ganar un mundial lo contd
Alicia Dickenstein en ocasion del primer festival “Buenos Aires Piensa”, en una
charla que dio en el Teatro San Martin de la Ciudad de Buenos Aires.

Por supuesto, le pedi permiso para publicarlo y aca esta. Pero ella me advirtié que
el ejemplo se lo habia sugerido Roberto Miatello, un excelente matematico
argentino, profesor en la Facultad de Matematica, Astronomia y Fisica (FaMAF) de la
Universidad Nacional de Cordoba.

Lo atractivo del ejemplo es que no se pretende calcular la probabilidad de que un
equipo cualquiera gane, sino la probabilidad de que gane un equipo gue sea
considerado el favorito para hacerlo, como si fuera Brasil o la Argentina, por poner
un par de ejemplos.

Supongamos que uno de esos equipos llegd a los octavos de final del torneo. Es
decir, quedan 16 equipos que juegan entre si por el sistema de eliminacion simple
(o sea, el que pierde queda eliminado, y el ganador sigue en la competencia). Como
se advierte, entonces, para que ese equipo salga campedn tiene que ganar cuatro
partidos seguidos: octavos de final, cuartos de final, semifinal y la final.
Supongamos, por simplicidad, que este favorito tiene el 66 por ciento de
posibilidades de ganar partidos contra cualquier equipo que juegue,
independientemente de otros factores, como la moral del grupo, los resultados
anteriores en el campeonato, etcétera. Es decir, los expertos le adjudican una
posibilidad de ganar dos de cada tres partidos que juegue contra cualquier otro
equipo. Puesto en otros términos, es equivalente a decir que la probabilidad de que
le gane a cualquier equipo es de 2/3.

Computemos ahora, sabiendo estos datos, cual es la probabilidad de que gane los
cuatro partidos seguidos y se corone campeon.

Para calcular esta probabilidad, se multiplica el nimero 2/3 en cada paso. Es decir:
a) La probabilidad de que gane el primer partido ya sabemos que es: 2/3

b) La probabilidad de que gane los dos primeros es:
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(2/3) x (2/3) = (2/3)* = 4/9 (*)

c) La probabilidad de que gane tres partidos seguidos es:

(2/3) x (2/3) x (2/3) = (2/3) = 8/27

Y finalmente:
d) La probabilidad de que gane los cuatro partidos consecutivos y se corone

campeon es:

(2/3) * (2/3) * (2/3) * (2/3) = (2/3)* = 16/81 = 0,1975 < 0,20

Quiere decir que las posibilidades de que un equipo de estas caracteristicas se
corone campeoén son menores al 20 por ciento.

Eso es lo curioso, y merece una interpretacion.

El hecho de que un equipo sea doblemente mejor que cualquier otro es obviamente
preferible. Eso no se discute. Pero todo lo que se puede decir, cuando faltan cuatro
partidos, es que tiene menos del 20 por ciento de posibilidades de conseguirlo. ¢(No
es sorprendente? Un paso mas. En este ejemplo, usé el numero 2/3 para mostrar
como disminuye la probabilidad a medida que uno avanza en el torneo, aunque un
equipo sea muy bueno. Con todo, el numero 2/3 se puede reemplazar por cualquier
otro que uno crea que se ajuste mejor, y seguir con el mismo calculo.

De hecho, si la probabilidad de un equipo favorito fuera 3/4 (un altisimo 75 por
ciento) de ganar cualquier partido, entonces su probabilidad para salir campedn se
calcula: (3/4)4 = 81/256 = 0,3164... O sea, apenas ligeramente mayor que el 30

por ciento.

3. Herencia con infinitas monedas

Desafiar la intuicion, ése tendria que ser el titulo de este capitulo.

Todos tenemos ciertas ideas sobre las cosas: opiniones, juicios formados. Eso, en
principio, tranquiliza, porque nos evita la ansiedad de enfrentar lo desconocido. Por
supuesto, uno querria extrapolar los conocimientos que tiene —muchos o pocos — y
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utilizarlos en todas las situaciones en las que podamos encontrarnos.

Pero es algo claramente imposible. Sin embargo, hay ciertos momentos en los que
tenemos confianza en que lo que intuimos esta bien. A veces funciona. Otras veces,
no.

Le propongo pensar el siguiente ejemplo (ficticio, claro), que involucra conjuntos
infinitos™.

Aqui va: un sefior tenia dos hijos. Era una persona muy rica... tan rica, que su
capital era infinito

Como sabia que estaba por morirse, convoca a sus hijos y antes de retirarse de este
mundo les dice: “Yo los quiero a los dos por igual. No tengo otros herederos mas
que ustedes, de modo que les voy a dejar mi herencia en monedas de un peso”. (Es
decir que les dejaba infinitas monedas de un peso.) “Eso si, quiero que hagan una
reparticion justa de la herencia. Aspiro a que ninguno de los dos trate de sacar
ventaja sobre el otro”. Y murid.

Llamemos a los hijos A y B para fijar las ideas. Los dos, después de pasar por un
I6gico periodo de duelo, deciden sentarse a pensar en como repartir la herencia
respetando el pedido del padre. Luego de un rato, A dice tener una idea y se la
propone a B.

—Hagamos una cosa —dice A —. Numeremos las monedas. Pongamosle 1, 2, 3, 4, 5...
etcétera. Una vez hecho esto, te propongo el siguiente procedimiento: vos elegis
primero dos monedas cualesquiera. Después, me toca a mi. Yo, entonces, elijo
alguna de las monedas que vos elegiste, y te toca a vos otra vez. Elegis otra vez
dos monedas de la herencia, y yo elijo una de las que seleccionaste, y asi
sucesivamente. Vos vas eligiendo dos por vez, y yo me quedo con una de las que ya
apartaste.

B se queda pensando. Mientras piensa, le propongo que haga lo mismo (antes de
mirar o leer la respuesta): ¢es justa la propuesta de A? (Es equitativa? ;Reparte la
herencia en cantidades iguales? ¢Respeta la voluntad del padre? Como estoy seguro

de que le sucede a veces, uno siente la tentacién de ir mas abajo en la pagina y leer

1% Este problema me lo conté Cristian Czubara, ex alumno mio en 1996, hoy uno de mis grandes amigos y ademas
docente de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la UBA. Me parecié muy interesante y sirve para poner a
prueba nuestra capacidad para pensar en conjuntos infinitos.
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la solucidn, pero, en ese caso, se privara de la posibilidad de desafiarse a si mismo.

Nadie lo mira. Nadie lo controla. Y de paso, uno desafia la intuicion.

SOLUCION

Este problema es interesante porque no tiene una solucién Unica. Es decir: no se

puede afirmar que la propuesta es justa ni injusta. Veamos:

CASO 1. Supongamos que lo que propone A se lleva a cabo de la siguiente manera:
e B elige las monedas 1y 2.

A saca entonces la moneda 2.

e B elige las monedas 3 y 4.
e A se queda con la 4.
e B elige las monedas 5y 6.

e A se queda con la 6.

Creo que estad claro el patron que estan siguiendo. B elige dos monedas
consecutivas, una impar y otra par, y A se queda con la moneda par.
¢Es justo este proceso? Uno puede decir que si, porque B se va a quedar con todas
las monedas impares y A con todas las pares. Si ésa va a ser la forma de distribuir
la herencia, la voluntad del padre se vera satisfecha y ninguno de los dos sacara
ninguna ventaja.
CASO 2. Supongamos gue ahora el proceso se lleva a cabo de la siguiente manera:

e B elige las monedas 1y 2.

e A elige la moneda 1.

e B elige las monedas 3 y 4.

e A elige la moneda 2 (que habia elegido B en la primera vuelta).

e B elige las monedas 5y 6.

e A elige la moneda 3.

e B elige las monedas 7 y 8.

e A elige la moneda 4...

¢Le parece que la distribucion es justa? No siga leyendo; piénselo. Si este proceso

continlia, y obviamente deberia continuar porque las monedas son infinitas, A se
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estaria quedando con todas las monedas, mientras que a B no le quedaria nada. Es
decir que esta reparticion no es justa ni respeta la voluntad paterna.

Sin embargo, la propuesta original que A le habia hecho a su hermano B no esta
bien ni mal. Depende de la forma en que sean elegidas las monedas... y eso desafia
la intuicidon. Lo invito a que piense: si en lugar de tratarse de una herencia infinita,
se tratara de una herencia normal, como la que podria dejar cualquier persona al
morir, la pongan en monedas o no, ¢la distribucién que propuso A esta siempre

bien?

CASO 3. Otra propuesta es el siguiente reparto: en cada paso, a A se le permite
sacar cualquier numero (pero finito) de monedas, y B elige s6lo una de las que

eligié A. ¢Seria una reparticion justa? Lo dejo pensar en soledad.

Ahora si, agrego la solucién: No importa qué numero de monedas®? extraiga A, en la
medida que B se lleve primero la moneda numero 1. En el segundo paso, cuando A
vuelva a hacer su seleccion, B le “sacard” la moneda numero 2. Luego A sigue
llevdndose monedas en forma consecutiva, y cuando termina, B le “saca” la moneda
numero 3, y asi sucesivamente. Como el proceso es infinito, B se quedara con todas
las monedas de A, independientemente de la cantidad que A se lleve en cada
oportunidad que le toca elegir.

Este ejemplo muestra una vez mas que los conjuntos infinitos tienen propiedades
que atentan contra la intuicion. De hecho, la moraleja que uno saca de estos
ejemplos es que las leyes con las que estamos acostumbrados a pensar con los
conjuntos finitos no necesariamente son aplicables a los conjuntos infinitos, y por lo

tanto hay que aprender a pensar distinto y a entrenar la intuicion.

4. Desfile y probabilidad
Muchas veces me sorprendo escuchando o leyendo cosas como éstas:

a) Cientificos de la Universidad de Nagoya descubrieron que las personas que se

11 Esta propuesta me la acercd Juan Sabia, otro gran amigo, matematico, un magnifico escritor de cuentos y
docente del departamento de Matematica de la Facultad de Ciencias de la UBA
12 Esto vale mientras sea un nimero finito. La restriccién de que sea un nimero finito es importante porque, si no,
A en algun paso se podria llevar todas las monedas.
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lavan los pies los dias pares del mes viven mas afos.

b) Un experimento en un Instituto de Alaska comprobd que si uno deja la television
encendida mientras duerme, obtiene trabajo mas rapido.

c) Investigadores de una facultad en los Paises Bajos demostraron que si uno toma
dos copas de vino tinto durante el desayuno, antes de beber o ingerir cualquier tipo
de productos lacteos, ayuda a disminuir el colesterol y evita la calvicie prematura
(ademas de emborrachar a quienes beben, claro).

Ciertamente, buscar relaciones o patrones es estimulante, y ademdas forma parte de
la l6gica cotidiana de cualquier cientifico.

Pero, también, saltar a conclusiones apresuradamente conlleva un peligro.

Ariel Arbiser, profesor en la Facultad de Ciencias Exactas de la UBA y generoso
colaborador con mi tarea de comunicador cientifico, me conté la historia que sigue,
y que si bien es muy sencilla en apariencia, ensefia algo profundo al mismo tiempo.
En realidad, el texto aparecié en el libro Problemas y experimentos recreativos del

ruso Yakov Perelman (www.librosmaravillosos.com), y exhibe con claridad el peligro

de usar la teoria de probabilidades en forma descuidada.

Un profesor de matematica, con pocos afios de experiencia, ensefia a sus alumnos
conceptos elementales de probabilidades.

Desde el aula se podia ver a los peatones que pasaban por la calle. Era una avenida
importante y muy transitada, y naturalmente pasaban caminando diariamente
hombres y mujeres. El profesor se molestaba porque los alumnos se distraian
mirando por la ventana todo el tiempo. Entonces, decidié plantear un problema y
preguntar a la clase:

— ¢Cudl es la probabilidad de que el proximo peatdén que pase sea un hombre? —Y
continla: — Lo que quiero decirles es: si hiciéramos este experimento muchas
veces, ¢cuantas veces uno esperaria que pasase un hombre y cuantas que pasara
una mujer? Por supuesto, debe entenderse que uno apunta al caso general y la
respuesta se presume aproximada. Si hace falta la aclaracion, supondremos que
pueden pasar mujeres y hombres por igual. Es decir, la probabilidad de que pase un
hombre o una mujer es la misma. La respuesta, entonces, es obvia: la mitad de las
veces uno espera que pase un hombre. Es decir, la probabilidad (que es siempre un
ndmero que estd entre 0y 1) es 1/2.
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Los alumnos asienten satisfechos, porque comprenden perfectamente.

El profesor sigue:

— ¢Y si quisiera calcular la probabilidad de que los proximos dos transeldntes sean
hombres? Deja a los estudiantes pensando un ratito y luego dice:

—Como ya sabemos, la probabilidad de que un evento se produzca se calcula
dividiendo los casos favorables sobre los casos posibles.

En este escenario, los casos posibles son:

Hombre-Hombre (H-H, para abreviar)
Hombre-Mujer (H-M)

Mujer-Hombre (M-H)

Mujer-Mujer (M-M)

Por otro lado, el Unico caso favorable es: H-H.

Luego, la probabilidad de que pasen dos hombres es 1/4 (un caso favorable sobre
cuatro posibles). Es decir, el 25 por ciento de las veces. Una cuarta parte. En
consecuencia, la probabilidad de que no sea asi, es decir, de que no sean dos
hombres, es de 3/4 (el 75 por ciento).

Los alumnos necesitan pensar un poco por qué es cierto esto ultimo; se detienen,
piensan y al final entienden.

Luego de un rato, el profesor sigue:

—¢Y cual es la probabilidad de que los proximos tres transeuntes que pasen sean

hombres? Si uno vuelve a considerar todos los casos posibles, son ocho:

H-H-H
H-H-M
H-M-H
H-M-M
M-H-H
M-H-M
M-M-H
M-M-M
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Como ve, importa el orden de aparicién de los transeuntes.
Luego, volviendo a la pregunta anterior, como hay ocho casos posibles y s6lo uno

favorable (H-H-H), la probabilidad ahora es:

1/8, o el 12,5%

de las veces que es lo mismo que (1/2)3.

Un alumno que disfrutaba de las apuestas, le dice al profesor:

—Ya que usted viene en bicicleta al colegio, ¢la apostaria a que ninguno de los tres
proximos peatones va a ser una mujer? El profesor, a quien a diferencia del alumno
no le gustaba apostar, le contesta:

—No, no querria perder mi bicicleta. Por otro lado, lo que yo digo es que la
probabilidad de que no pase ninguna mujer entre los tres préximos peatones es
1/8, pero no hay seguridades.

El alumno insiste.

—Mmmmm..., si acepta la apuesta, tiene soélo 1/8 de probabilidad de perder, y 7/8
de ganar. No estd mal, ¢(no?

—Aun asi, no quiero —dice el profesor.

El alumno va por mas.

—Bueno, suponga que pregunto cual es la probabilidad de que los préximos 20
peatones sean todos hombres (es decir, ni una mujer).

El profesor responde de inmediato:

—Como antes, sera 1/2 elevado a la 20, o sea: (1/2)%, lo que es lo mismo que

multiplicar el nimero 1/2 veinte veces por si mismo:

(1/2)*° = 1/1048576 = 0,00000095

Entonces, la probabilidad de que no pase ninguna mujer entre los préximos 20
peatones es muy, muy baja y, por lo tanto, la probabilidad de ganar es, a su vez,
muy alta.

En este caso, hablamos de 99,9999 por ciento de posibilidades de ganar. Es decir
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que el profesor tiene una posibilidad en mas de un millbn de perder. Realmente,
casi cualquiera deberia aceptar, porque si bien no es imposible perder, es muy, muy
improbable que ocurra.

—Y del mismo modo —siguié el alumno —, la probabilidad de que los préoximos 100

peatones sean todos hombres es de 1/2 elevado a la 100. O sea:

(1/2)*° = 1/1.267.650.600.228.229.401.496.703.205.376

que es un numero espantosamente pequefio. Le da a usted una virtual certeza de
ganar. Es mas: el numero que aparece en el denominador (mas de un quintillén) es
mucho mayor que el nimero de particulas de todo el universo, de acuerdo con la
fisica moderna.

La verdad, esta como para apostar.

El profesor, que queria darle una leccién al alumno, finalmente dice:

—Bueno, en estas circunstancias acepto, para mostrarle que confio en lo que digo.
Apuesto mi bicicleta a que entre los proximos 100 peatones habra al menos una
mujer. Serd simplemente cuestion de ir hacia la ventana, mirar y contar, hasta que
aparezca la primera mujer.

A todo esto se oye que de la calle proviene musica, algo parecido a una marcha. El
profesor se pone palido. Se acerca a la ventana, y dice:

—Perdi. jAdio6s bicicleta! Por la calle venia avanzando un desfile militar.

MORALEJA: En la practica, las probabilidades se usan cuando, por ejemplo, no
contamos con informacidén certera. Pero a veces calcularlas no es tan simple. Las
probabilidades pueden ser subjetivas u objetivas, y en la vida real a veces se
estiman mal.

Mas alld de que el alumno nunca dijo qué ganaba el profesor si aparecia una mujer
entre los siguientes 100 peatones, lo que también queda claro es que cuando uno
dice que las chances de que pase un hombre o una mujer son iguales, debe tener
cuidado.

Por eso muchas veces las conclusiones a las que estamos decididos a saltar son,

cuanto menos, arriesgadas.
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5. Genoma y ancestros comunes?®?

Los “bordes” que supuestamente definen cada ciencia son cada vez mas borrosos y
el hombre requiere de poder usar todas las herramientas a su alcance, donde las
etiquetas poseen cada vez menos sentido. En lugar de decir: “éste es un problema
para un fisico o para un ingeniero o un arquitecto o un bidélogo o un matematico”,
uno deberia decir: tengo este problema. (Como lo resolvemos? Pensemos juntos.
Como consecuencia, el avance llega solo. O mas fécil.

El texto que sigue muestra como los vasos comunicantes que generaron biélogos y
matematicos que trabajan en la frontera del conocimiento, permitieron poner en
evidencia (una vez mas) la existencia de ancestros comunes.

Durante 2005, en una charla que manteniamos en un café de la Facultad de Exactas
(UBA) con Alicia Dickenstein (matematica y una de mis mejores amigas, una
persona que claramente tuvo una incidencia muy positiva en mi vida), ella me
comentd acerca de un trabajo muy interesante que involucré6 a bidlogos vy
matematicos. Mas precisamente, me contd el resumen del trabajo “The Mathematics
of Phylogenomics”, escrito por Lior Pachter y Bernd Sturmfels, del Departamento de
Matematica de UC Berkeley™.

Desde el momento en que, en el 2003, se completé el Proyecto Genoma Humano
(HGP, de acuerdo con su sigla en inglés, Human Genome Project), comenzé también
la carrera por conocer e identificar a nuestros antepasados, y saber con quiénes
compartimos ese “privilegio”. El proyecto, que duré mas de trece afios, permitio
identificar los (aproximadamente) entre 20.000 y 25.000 genes del genoma
humano, y determinar las secuencias de los 3.000 millones de pares de bases
quimicas que lo componen. Es decir, es como si uno tuviera un alfabeto que
consista en nada mas que cuatro letras: A, T, C y G (las iniciales de A = Adenina, T
= Timina, C = Citosina, G = Guanina).

El ADN de una persona es algo asi como su cédula de identidad.

Ahi esta escrita toda la informacién necesaria para el funcionamiento de sus células

y sus o6rganos. En esencia, en una molécula de ADN esta inscripto todo lo que

13 El prestigioso biélogo molecular argentino Alberto Kornblihtt revisé el texto y lo mejoré. Los aciertos son de él.
Los potenciales errores corren por mi cuenta.
14 Una version preliminar fue publicada el 8 de septiembre de 2004 en http://arxiv.org/pdf/math.ST/0409132. Una
version revisada aparecié en el mismo sitio el 27 de septiembre de 2005, y el articulo definitivamente editado
saldra en la importante SIAM Review, de la Society for Industrial and Applied Mathematics.
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podemos ser, nuestras particulares aptitudes y capacidades, y algunas de las
enfermedades que podemos padecer. No obstante, es la combinaciébn de esa
informacién con el aporte del ambiente lo que hace que cada uno de nosotros sea

Unico.

Adenina

Tirnina

Guanina

Citosina

Esa doble hélice es una especie de serpentina que tiene escritas dos tiras
enfrentadas de largas cadenas de esas cuatro letras.

Pero, ademas, posee una particularidad: si en una de las tiras, en un lugar hay una
letra A, entonces en el lugar correspondiente de la otra tiene que haber una letra T,
y si hay una C, entonces en la otra tiene que haber una G. Es decir que vienen
apareadas.

(De hecho, una forma de recordar esta particularidad, entre los amantes del tango,
es usar las iniciales de Anibal Troilo y Carlos Gardel.) Ahora bien, ;a qué viene todo
esto que parece mas asociado a un articulo sobre biologia molecular que a algo que
tenga que ver con la matematica? En el articulo que mencionamos de Lior Pachter y
Bernd Sturmfels, y también en el libro Algebraic Statistics for Computational Biology
(Cambridge University Press, 2005), los autores estudiaron una situacibn muy
particular.

Miren esta porciéon de ADN:
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TTTAATTGAAAGAAGTTAATTGAATGAAAATGATCAACTAAG

Son 42 letras, en el orden en el que estan escritas. Para decirlo de otra manera,
seria como una palabra de 42 letras.

Esta “tira” del genoma fue encontrada (después de un arduo trabajo matematico y
computacional de “alineacion” de las distintas secuencias) en algun lugar del ADN
de los siguientes vertebrados: hombre, chimpancé, raton, rata, perro, pollo, rana,
peces... Si uno tirara un dado, que en lugar de tener las seis caras convencionales,
tuviera sélo cuatro lados, rotulados A, C, G, T, la probabilidad estimada de que esta
secuencia de 42 letras apareciera en ese orden es de 1 dividido por 10°°. Es decir, la
probabilidad de que esto haya ocurrido por azar es aproximadamente igual a: 10™°
= 0,00000...0001. Para decirlo de otro modo, el nimero empezaria con un cero,
luego de la coma habria cincuenta ceros, y so6lo entonces un numero uno.
Justamente, la probabilidad de que esto ocurra es tan baja que permite a los
autores del articulo conjeturar que todos ellos tuvieron un antepasado o un ancestro
comun (probablemente hace unos quinientos millones de afios), que ya poseia esa
secuencia de 42 bases, que fue heredada intacta a todos los descendientes de las
distintas ramas de vertebrados. Por lo tanto, si bien uno no puede hablar de
certeza, la probabilidad de que el hombre tenga el mismo origen que un pollo, o un

perro, o un ratén (ni hablar de un chimpancé), es altisima.

6. Matrices de Kirkman?*®

Los problemas de combinatoria representan un desafio constante, y no sélo ahora,
sino hace ya mucho tiempo. En el siglo XVIII aparecié uno que se conocié con el
nombre de “Rompecabezas de las alumnas de Kirkman”. En realidad, Thomas
Penyngton Kirkman propuso este problema en 1847 y un enunciado tan ingenuo
como el que sigue tuvo multiples implicaciones en la Teoria de Matrices.

Una matriz es una tabla con columnas y filas, donde uno ubica ciertos elementos.
Por ejemplo, la platea de un cine consiste de un nimero determinado de filas y
columnas con asientos que seran ocupados por el publico. En una terminal de

trenes, el tablero que indica los horarios de salida es también una matriz. Las

15 Este problema aparece en el libro The Puzzle Instinct, de Marcelo Danesi.
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columnas son los diferentes andenes y las filas, los horarios de salida. La grilla de
television que aparece en todos los diarios es otro ejemplo. Las columnas indican
los horarios, y las filas, los distintos canales. O podria ser al revés, dependiendo del
numero de canales, claro esta.

Creo que se entiende la idea de una matriz.

Ahora si, el problema de Kirkman: Se tienen 7 matrices de 5 filas y 3 columnas cada
una. Tomemos una de ellas. Distribuyamos los 15 primeros niumeros naturales (del
1 al 15). Obviamente, hay muchas formas de hacerlo (¢;cuantas?)*®. Ahora, haga lo
mismo en cada una de las matrices siguientes, pero con una restriccion.

Por ejemplo, si en la tercera fila de la primera matriz aparecen los nimeros 1, 4 y
7, entonces, el nimero 1 no puede aparecer ni con el 4 ni con el 7 en la tercera fila
de ninguna otra matriz. Lo mismo con el 4 que, por supuesto, puede aparecer en la
tercera fila en cualquier otra matriz, pero no puede estar ni con el 1 ni con el 7.

El enunciado, en consecuencia, dice lo siguiente: se deben distribuir los primeros 15
ndmeros naturales en las 7 matrices, con el cuidado de que, si en alguna fila
aparece una terna de numeros, entonces ningun par de ellos puede aparecer en la
misma fila en ninguna otra matriz.

Desde 1922 aparecieron varias soluciones al rompecabezas de Kirkman (encontrara
una mas abajo), pero lo interesante es que este tipo de problemas fue siempre de
gran interés para los matematicos de diferentes épocas. Algunos de ellos
interpretaron estos acertijos como una manera recreativa de presentar nociones
tedricas.

El matematico inglés Charles Lutwidge Dodgson elevé este género hasta
transformarlo en un arte literario. De hecho, utilizaba el seudonimo de Lewis Carroll,

nombre con el que escribid, nada menos, que Alicia en el Pais de las Maravillas.

SOLUCION:

16 El namero de distribuciones posibles de los 15 nGmeros naturales en una matriz se obtiene multiplicando en

forma descendente los nUmeros desde el 15 hasta el 1: 15 x 14 x 13 x 12 x 11 x... X 4 x 3 x 2 X 1 Esto se conoce

con el nombre de factorial de 15 (como hemos visto en Matematica... {Estas ahi?) y la notacién que se usa es 15!
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15 5 10
1 6 1
2 i 12
3 8 13
4 9 14
15 1 4
2 3 6
1 8 11
9 10 13
12 14 5
1 2 5
3 4 7
8 9
10 11
13 15
4 5 8
B i 10
1 12 15
13 14 2
1 3 9
4 B 12
5 7 13
8 10 1
9 11 2
14 15 3
10 12 3
11 13 4
14 1 i
15 2 8
5 B 9
2 4 10
3 5 11
[ 8 14
7 9 15
12 13 1
95

Adrian Paenza

Preparado por Patricio Barros

Antonio Bravo



Matematicas... ¢estas ahi? Episodio 2 www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

Capitulo 4

Los problemas de la matematica

La matematica naci6 para estudiar coémo
resolver problemas practicos. Bandas
ndmadas de cazadores podian vivir sin
matematicas, pero una vez que empezd la
agricultura, empez6é a ser importante poder
predecir las estaciones contando los dias. Una
sociedad se desarrolla y adopta un sistema
monetario y hace falta aritmética para
manejarlo. La geometria es necesaria para
medir la tierra y construir edificios
razonablemente elaborados.

KEITH BALL

Una vez descartado lo imposible, lo que resta,
por improbable que parezca, debe ser la
verdad.

SIR ARTHUR CONAN DOYLE

Contenido:
1. ;Hay mas agua en el vino o vino en el agua?
La historia de los cuatro sospechosos
Problema de los recipientes de 3 y 5 litros respectivamente
Problema de pensamiento lateral (Eminencia)
Diez bolsas con diez monedas

Otro problema de sombreros

N o o kWD

Ruleta rusa
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8. Problema de las doce monedas

9. Problema del viajante de comercio

1. ¢Hay mas agua en el vino o vino en el agua?

Este problema ensefia a pensar (por supuesto, en un caso particular).

La idea es educar la intuicion y poder decidir mejor en aquellas situaciones de la
vida en las que uno tiene que optar.

Caminaba por la Facultad de Exactas de la UBA y me encontré con Teresita Krick,
matematica, profesora también y, sobre todo, muy buena amiga.

—Adrian, tengo un problema interesante para vos. (Tenés tiempo para que te lo
cuente? Te va a servir para el final de cada programa de televisibn —me dijo en un
descanso de la escalera.

—Si —le contesté —. Bienvenida sea toda historia que sirva para pensar.

—Bueno, la historia es asi: se tienen dos vasos iguales. Uno contiene vino
(llamémoslo V) y el otro agua (llamado A). Los dos tienen la misma cantidad de
liguido. Uno toma una cuchara y la hunde en el vino. La llena (a la cuchara) y, sin
que se caiga nada, vierte el vino que sacé en el vaso que contiene el agua y
revuelve. Es decir, mezcla el agua y el vino. Claramente, el vaso A tiene ahora un
poco mas de liquido que el vaso V. Mas aun, lo que le falta de liquido a V, lo tiene
de mas el vaso A.

”"Ahora bien —siguié Teresa —. Una vez que uno revolvio bien el contenido del vaso
A, vuelve a meter la cuchara en el vaso A y una vez mas llena la cuchara.
Claramente, lo que uno esta eligiendo ahora, no es agua pura sino una mezcla. Pero
no importa.

Llena la cuchara con ese liquido y lo pone en el vaso V.

Teresita me miraba fijo. Yo todavia no sabia hacia dénde iba, pero la dejé seguir:
—Si mezclamos otra vez el liquido en el vaso V, ;{qué te parece que pasa ahora?
¢Hay mas agua en el vino o mas vino en el agua? Fin del problema. Ahora, a
pensar.

El enunciado no contiene trucos ni trampas. Se supone que el agua y el vino no se
mezclan, en el sentido de que no cambian sus propiedades. Sé que esto no es
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cierto, pero a los efectos del problema vamos a suponerlo asi.

SOLUCIONES: La cantidad de agua en el vino es la misma que la cantidad de vino
en el agua.

¢COlmo convencerse de que esto es cierto? Hay varias maneras de pensar este
problema. Yo voy a sugerir tres.

Primera solucion:

Las cantidades de liquido que habia en cada vaso eran originariamente las mismas.
Ademas, y esto es importante, las cantidades de liquido que hay al final, luego de
haber mezclado en ambos vasos, también es igual.

Ahora bien: esta claro que algo de vino quedod en el vaso A.

Pero también es claro que algo de agua quedd en el vaso V. Ese algo de agua que
falta en el vaso A esta en V. Y ese algo de vino que falta en el vaso V esta en A.

Si esas cantidades no fueran iguales, querria decir que en uno de los dos vasos hay
mas liquido. Y eso no puede ser. Como las cantidades finales son las mismas,
entonces, eso implica que lo que falta de agua en el vaso A es igual a lo que falta de
vino en el vaso V.

Y eso era lo que queriamos demostrar.

Segunda solucioén:

En esta solucion voy a ponerles nombres a los datos. A los vasos los hemos llamado
Ay V.

Llamemos:
a = cantidad de agua que quedd en el vaso A luego del proceso.

a’ = cantidad de agua que quedod en el vaso V luego del proceso.
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v = cantidad de vino que quedd en el vaso V luego del experimento.

Vv’ = cantidad de vino que quedoé en el vaso A luego del experimento.

Entonces, se tienen estas igualdades:

(La+v =v+a

Esto sucede porque las cantidades finales de liquido en cada vaso luego del
experimento son las mismas.

Por otro lado:

2Qa+a=v+vVv

Esto es cierto porgue las cantidades iniciales de liquido en cada vaso eran iguales.

Pero, ademas, y éste es el dato clave, uno sabe que

Ba+v=a+a

ya que en el vaso A la cantidad de agua que habia originariamente (a + a’) tiene
que ser igual a la cantidad de liquido que hay luego del experimento, que es (a +
V).

Con estos datos, estamos en condiciones de resolver el problema.

De la ecuaciéon (3) se puede simplificar a, y entonces queda que v’ = a’ que es lo
que queriamos demostrar.

Tercera solucion:

Vamos a hacer un modelo distinto sobre el mismo problema.

En lugar de liqguido, vamos a suponer que hay bolitas de distintos colores en cada
vaso.

Supongamos que en el vaso V hay 1.000 bolitas verdes y en el vaso A, 1.000 bolitas
azules. Tomamos una cuchara y sacamos del vaso V, 30 bolitas (verdes) y las
pasamos al vaso A (en donde estan las azules). Ahora, en el vaso V quedan 970
bolitas (todas verdes) y en el vaso A, 1.030 bolitas (1.000 azules y 30 verdes que
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acabo de pasar con la cuchara). Mezclamos las bolitas del vaso A. En su mayoria
son azules, pero ahora hay también 30 bolitas verdes.

Para replicar lo que haciamos con el agua y el vino, volvemos a usar la cuchara. La
hundimos en el vaso A, donde estan las 1.030 bolitas, y a los efectos de avanzar
con el pensamiento, vamos a suponer que nos llevamos 27 azules y 3 de las verdes
que habian pasado antes (estos numeros son arbitrarios).

Volvemos a depositar estas 30 bolitas en el vaso V. Por favor, tome nota que en el
vaso A quedaron ahora 973 azules y 27 verdes. Ahora, al haber pasado las 30
bolitas del vaso A al V, los dos tienen la misma cantidad de bolitas: 1.000.

En el vaso V quedaron 970 bolitas verdes que nunca fueron tocadas, mas 27 azules
que deposité la segunda vez que pasé la cuchara, mas 3 verdes que volvieron. O
sea, hay 973 verdes y 27 azules.

CONCLUSIONES:

a) en ambos vasos hay la misma cantidad de bolitas;

b) en el vaso V, hay 973 verdes y 27 azules;

c) en el vaso A, hay 973 azules y 27 verdes.

Como ve, hay la misma cantidad de verdes entre las azules que de azules entre las
verdes. O, si se quiere, hay la misma cantidad de agua en el vino que de vino en el
agua.

Final con moraleja incluida: para resolver este problema es obvio que no hace falta
saber resolver ecuaciones, ni es necesario saber modelar con bolitas. Hay gente que
llega a la respuesta razonando como en la primera solucién. Y otra, razonando como
en la segunda. O como en la tercera. Mas aun: estoy seguro de que mucha otra
gente lo resuelve de otras formas.

Por eso, no hay una Unica manera de resolver problemas. Lo que es interesante, es
ser capaces de pensar. No importa tanto qué caminos uno toma, sino el resultado

final. Todos iluminan.

2. La historia de los cuatro sospechosos
El siguiente problema tiene una particularidad: en apariencia, parece un acertijo. Me
resisto a incluir “problemas de ingenio”, porque con ellos suele pasar es que si a
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uno se le ocurre lo que hay que hacer, barbaro pero, si no, genera una frustracion
que invita a no querer pensar mas. En cambio, el problema que sigue tiene ldgica.
Tiene una légica impecable. Puede que no sea sencillo, pero inexorablemente, si
uno se dedica a pensarlo, seguro que lo resuelve. Podra no disponer del tiempo o de
las ganas de hacerlo, pero de lo que no me queda duda es que presenta un desafio
que cualquier persona puede enfrentar.

Aqui va.

Se denuncié un robo de dinero y la policia detuvo a cuatro sospechosos. Los cuatro
fueron interrogados, y se sabe que uno solo dijo la verdad. El problema consiste en
leer lo que dijo cada uno, y encontrar razones que demuestren quién fue el que dijo

la verdad, o sea, encontrar al Unico que no mintio.

El sospechoso niumero 1 dijo que él no robo6 el dinero.

El sospechoso niumero 2 dijo que el nUmero uno mentia.

El sospechoso numero 3 dijo que el nUmero dos mentia.

El sospechoso niumero 4 dijo que el nUmero dos fue quien robd el dinero.

Le propongo hacer una pausa, sentarse un rato con un papel, una lapicera, y ganas
de disfrutar pensando. Yo voy a citar las distintas posibilidades a partir del parrafo
que sigue, pero, hagame caso, no lo lea. Hagalo solo/a. Lo va a disfrutar mas.

Lo que voy a hacer ahora es analizar lo que dijo cada uno de los sospechosos
suponiendo que dijo la verdad, y ver a qué conclusiones o contradicciones me lleva.
A partir de ahora, por comodidad, a los sospechosos los voy a llamar directamente
#H1, #2, #3 y #4.

1) Si #1 fuera el que dijo la verdad, esto implica que #1 NO FUE el que robo el
dinero (porque él esta diciendo la verdad). En ese caso, no hay problemas en
aceptar que #2 NO dice la verdad. Est4d mintiendo cuando dice que #1 es el
que mentia. Luego, no hay problemas ahi. Pero si hay problemas con la
afirmacion de #3. Porque si él —el numero 3— miente (y tiene que mentir
porque estamos suponiendo que #1 es el UNICO que dijo la verdad),
entonces, seria MENTIRA lo que él dijo, es decir que seria mentira que #2
mentia... 0 sea, #2 decia la verdad... En ese caso, seria cierto que #1 mentia.
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2)

3)

4)

Pero si #1 mentia, entonces, cuando él dice que NO robé el dinero, estaria
mintiendo. Y eso implicaria que fue EL quien robé el dinero. Y ESO
CONTRADICE el hecho de que estamos suponiendo que #1 es el Unico que
estd diciendo la verdad. Este caso, NO puede ser posible.

Si #2 fuera el UNICO que dice la verdad, entonces #1 estaria mintiendo; eso
implica que fue EL quien robo el dinero.. Hasta ahi vamos bien. Se concluye,
entonces, que #1 fue quien robd el dinero. Por otro lado, como #3 miente, no
hay problemas de contradiccién alguna, porque SABEMOS que #2 dice la
verdad, por lo cual, lo que dice #3 es mentira. Y si lo que dijo #4 también
fuera mentira, eso querria decir que #2 NO robé el dinero. Y eso tampoco
contradice nada. Es decir, SUPONER QUE FUE #2 EL UNICO QUE DICE LA
VERDAD no ofrece contradicciones con el resto de las afirmaciones.

Si #3 fuera el UNICO que dice la verdad, significaria que #2 miente. Pero si
#2 miente, entonces quiere decir que #1 decia la verdad. Pero si #1 dijo la
verdad, entonces él no robé el dinero. En ese caso, lo que dice #1 TAMBIEN
seria cierto. Eso CONTRADICE que #3 sea el UNICO que esta diciendo la
verdad. Este caso no puede ser posible.

Si #4 fuera el UNICO que dijo la verdad, entonces implicaria que #2 fue
quien robd el dinero. Pero, como OBLIGADAMENTE #3 miente, eso querria
decir que lo que dijo es falso y, por lo tanto, #2 estaria diciendo la verdad. Y
lo que dijo #2 fue que #1 mentia. Pero si #1 mentia, entonces, fue #1 quien

robo el dinero... Y eso contradice que fue #2 quien robo el dinero.

MORALEJA 1: La unica manera de que UNO solo de ellos dijera la verdad sin que se

produzcan contradicciones es que sea #2 el UNICO que dijo la verdad.

MORALEJA 2: Este tipo de problemas, méas alla de ser entretenidos o no, nos

entrenan para tomar decisiones que aparecen como complicadas. Muchas veces en

la vida uno tiene que analizar distintos tipos de escenarios y cuando advierte que

hay muchas variables, la pereza lo inunda y prefiere claudicar. Por eso, mas alla del

valor ludico que tienen, enseflan a pensar. Y ayudan a elegir.

3. Problema de los recipientes de 3 y 5 litros respectivamente

102 Preparado por Patricio Barros

Antonio Bravo



Matematicas... ¢estas ahi? Episodio 2 www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

El problema a resolver es el siguiente: se tienen dos recipientes vacios de 3y 5
litros respectivamente. (Esos son los Unicos datos que uno tiene, es decir, no hay
otra forma de medir volimenes.) Por otro lado, hay un barril que contiene vino.

¢COmo se puede hacer para conseguir exactamente 4 litros de vino?

SOLUCION: Una manera de resolver el problema es tomar el barril y llenar el
recipiente de 3 litros. Luego se vierten en el de 5 litros.

De modo que tenemos 3 litros en el recipiente en el que caben 5 y nada en el otro.
Luego se vuelve a llenar el de 3 litros, y ahora los dos recipientes tienen 3 litros.
Tomo el recipiente de 3 litros, y agrego liquido en el de 5 hasta llenarlo.

El de 5 esta completo, pero en el de 3 ha quedado 1 litro exactamente. Esto es lo
que necesitaba. Tiro todo lo que hay en el de 5 hasta vaciarlo y luego tomo el Unico
litro que hay en el de 3, y lo vierto en el de 5. En este momento tengo 1 litro en el
recipiente de 5 y nada en el de 3.

Faltan dos pasos. En el primero, lleno el recipiente de 3, y el otro lo dejo igual.
Luego, tomo los 3 litros y los vierto en el otro recipiente, donde habia un solo litro.

Listo. En el recipiente de 5 litros quedaron exactamente 4, como queriamos.

4. Problema de pensamiento lateral (Eminencia)

Como ya expliqué en el primer libro de esta serie, hay problemas que se consideran
de “pensamiento lateral” o, lo que es lo mismo, problemas que requieren de
caminos inesperados o angulos distintos, o de algo diferente para llegar a su
solucion.

Aqui va uno de los méas importantes de estos problemas, no necesariamente el
mejor (aunque creo que es uno de los mejores), y que genera y generé muchisimas
controversias. Recuerde que no hay trampas ni cosas escondidas, todo esta a la
vista.

Antonio, padre de Roberto, un nifio de 8 afos, sale manejando su auto desde su
casa en la Ciudad de Buenos Aires y se dirige rumbo a Mar del Plata. Roberto va con
él. En el camino se produce un terrible accidente. Un camién, que venia de frente,
sale de su carril en la autopista y embiste de frente el auto de Antonio.

El impacto mata instantdaneamente a Antonio, pero Roberto sigue con vida. Una
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ambulancia de la municipalidad de Dolores llega casi de inmediato, advertida por
quienes fueron ocasionales testigos, y el nifio es trasladado al hospital. Ni bien
llega, los médicos de guardia comienzan a tratarlo con mucha dedicacién, aunque
luego de conversar entre ellos y estabilizarle las condiciones vitales deciden que no
pueden resolver el problema de Roberto. Necesitan consultar. Ademas, advierten el
riesgo de trasladar al nifio y, por eso, deciden dejarlo internado alli, en Dolores.
Después de las consultas pertinentes, se comunican con el Hospital de Nifios de la
Capital y finalmente se asesoran con una eminencia en el tema, a quien ponen en
conocimiento de lo ocurrido. Como todos concuerdan en que lo mejor es dejarlo a
Roberto en Dolores, la eminencia decide viajar directamente desde Buenos Aires
hacia alla. Y lo hace.

Los médicos del lugar le presentan el caso y esperan ansiosos su opinion.
Finalmente, uno de ellos es el primero en hablar:

— ¢Esta usted en condiciones de tratar al nene? —pregunta con un hilo de voz.

Y obtiene la siguiente respuesta:

— jCoémo no lo voy a tratar si es mi hijo!

Bien, hasta aqui, la historia. Ahora, ¢c6mo hacer para que tenga sentido? Como no
estoy con usted donde sea que esté leyendo este libro, le insisto en que no hay
trampas, no hay nada oculto.

Antes de leer la solucién, quiero agregar algunas cosas:

a) Antonio no es el padrastro.

b) Antonio no es cura.

Ahora si, lo dejo con su imaginacion. Eso si, le sugiero que lea otra vez la
descripcién del problema y, créame, es muy, muy sencillo.

SOLUCION:

Lo notable de este problema es lo sencillo de la respuesta. Peor aun: ni bien la
escriba —si es que no pudo resolverlo — se va a dar la cabeza contra la pared
pensando: ¢cOmo es posible que no se me haya ocurrido? La solucién, o mejor
dicho una potencial solucién, es que la eminencia de la que se habla sea la madre.

Y este punto es clave en toda la discusion del problema.
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Como se advierte (si lo desea, relea todo nuevamente), en ningdn momento hago
mencion al sexo de la eminencia. Pero nosotros tenemos tan internalizado que las
eminencias tienen que ser hombres, que no podemos pensarla mujer. Y esto va
mucho mas alla de ser puestos ante la disyuntiva explicita de decidir si una mujer
puede ser una eminencia 0 no; creo que ninguno de nosotros dudaria en aceptar la
posibilidad de que sea tanto una mujer como un hombre. Sin embargo, en este caso
falla. No siempre se obtiene esa respuesta. Mas aun: hay muchas mujeres que no
pueden resolverlo, y cuando les comunican la solucion, se sienten atrapadas por la

misma conducta machista que deploran o condenan.

5. Diez bolsas con diez monedas

Se tienen 10 bolsas numeradas (del 1 al 10) que contienen 10 monedas cada una.
Las monedas son todas iguales en apariencia y, salvo una excepcioén, todas tienen el
mismo peso: 10 gramos. Lo Unico que se sabe es que una de las bolsas contiene
monedas que pesan todas un gramo mas que el resto. Es decir, las monedas de
esta Unica bolsa pesan 11 gramos en lugar de 10. Se tiene, ademas, una balanza
que mide el peso exacto (bueno, tan exacto como uno necesita para este
problema), pero sélo se podra usar una vez.

El problema consiste en saber qué hacer, con una sola pesada, para determinar en
qué bolsa estan las monedas que pesan diferente. Se trata de pensar con

creatividad. Ese es el atractivo particular de este ejercicio.

SOLUCION: Uno tiene las bolsas numeradas. Elige entonces monedas para pesar de
la siguiente forma:

1 moneda de la bolsa numero 1.

2 monedas de la bolsa numero 2.

3 monedas de la bolsa numero 3.

4 monedas de la bolsa niumero 4.

5 monedas de la bolsa numero 5.

6 monedas de la bolsa niumero 6.

7 monedas de la bolsa numero 7.

8 monedas de la bolsa niumero 8.
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9 monedas de la bolsa niumero 9.

10 monedas de la bolsa niUmero 10.

Hemos elegido 55 monedas para poner en la balanza. En principio, si las monedas
pesaran todas iguales, es decir, si pesaran, todas 10 gramos, al poner las 55
monedas, el resultado que deberiamos obtener es 550 gramos.

A esta altura, con lo que acabo de escribir, creo que ya puede pensar solo (si hasta
aca no se le habia ocurrido cédmo resolver el problema). Si no, sigo yo méas abajo.
Pero piense que, con la idea extra de ver como elegir las monedas, ahora deberia
ser mas sencillo decidir cual es la bolsa que contiene las monedas que pesan 11
gramos.

Vuelvo a la solucién. Al pesar las 55 monedas, sabemos que el resultado sera mayor
que 550 gramos. Ahora, jcuanto mas podria ser el resultado de la pesada? Por
ejemplo, ¢si en lugar de pesar 550 gramos pesara 551, qué gquerria decir? Resulta
que si pesa exactamente un gramo mas es porgue hay una sola moneda que pesa
11 gramos, y por la forma en que hemos elegido las monedas (1 de la bolsa 1, 2 de
la bolsa 2, etc.), significa que la bolsa donde estan las que pesan distinto tiene que
ser la numero 1. Es que de ella hemos elegido justamente una sola moneda.

Si, en cambio, en lugar de pesar 550 pesara 552, entonces quiere decir que hay 2
monedas que pesan 11 gramos cada una.

¢No es facil ver ahora que la bolsa donde estan las que pesan mas tiene que ser la
bolsa nimero 2? De esta forma, si pesara 553, las monedas de mayor peso estaran
en la bolsa niumero 3, y asi sucesivamente.

Es decir, hemos resuelto el problema: con una sola pesada podemos determinar en

qué bolsa estan las que pesan 11 gramos.

6. Otro problema de sombreros®’
Se tienen cinco sombreros, tres de los cuales son blancos y los otros dos, negros.

Hay en una pieza tres personas (digamos los sefiores A, B y C), a quienes se les

7 En Matematica... (Estas ahi? publiqué varios problemas sobre sombreros. Varios amigos me enviaron nuevos.
Elegi éste que me mandé Gustavo Stolovitzky. Gustavo es licenciado en Fisica en la UBA, doctor en Fisica en Yale y
ahora trabaja en los Estados Unidos, mas precisamente en IBM, en el departamento de Gendémica funcional y
sistemas biolégicos. Fue, sin ninguna duda, uno de los alumnos de quienes mas aprendi en mi trayectoria como
docente, ademas de ser una persona realmente deliciosa.
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entreg6 al entrar uno de los cinco sombreros. Los tres sefiores estan sentados de
manera tal que el sefior A puede ver los sombreros de B y de C (no el propio, claro
estd), pero B sb6lo puede ver el sombrero de C (y no el suyo ni el de A). Por su
parte, C no puede ver ningun sombrero.

Cuando les preguntaron, en orden: primero A, luego B y luego C, qué sombrero
tenia cada uno, éstas fueron las respuestas: el sefior A dijo que no podia determinar
qué color de sombrero tenia. Luego le tocd al sefior B, quien también dijo que no
podia decir qué color de sombrero tenia. Por ultimo, el sefior C dijo: “Entonces yo sé
qué color de sombrero tengo”.

¢Qué fue lo que dijo?, {cémo pudo justificarlo?

SOLUCION: El sefior C tenia un sombrero blanco, y eso fue lo que dijo.

¢Coémo lo supo? C hizo el siguiente razonamiento.

Si él y B tuvieran sombreros negros, A habria deducido que tenia puesto un
sombrero blanco, ya que puede ver los sombreros de los otros dos. Pero A no dijo
nada. O, mejor dicho, si dijo algo: que no sabia qué sombrero tenia. Eso implicaba
que él estaba viendo que o bien B o bien C tenian un sombrero blanco.

Cuando le tocoé el turno a B, él s6lo podia ver el sombrero de C, pero tenia la misma
informacién que C: B sabia que o bien él o bien C tenian un sombrero blanco. Si
hubiera visto que C tenia un sombrero negro, B habria podido decir que su propio
sombrero era blanco. Pero como no dijo nada, o mejor dicho, dijo que no podia
decirlo, entonces le toco el turno a C.

Como B no pudo decidir, queria decir que C no tenia el sombrero negro. Por lo
tanto, a C le quedd el camino allanado, y sin poder ver ningin sombrero, pudo

determinar que él tenia uno blanco. Y acerto.

7. Ruleta rusa

Supongamos que alguien estad (involuntariamente por cierto) involucrado en un
juego llamado “La ruleta rusa”. Para aquellos que no lo conocen, consiste en
ponerse un revolver cargado en la sien y apretar el gatillo. El revélver tiene algunas
balas en la recamara, pero no todos los lugares estan ocupados.

Se trata de ver si uno, luego de hacer girar el tambor, tiene la suerte de que haya
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quedado vacio el proximo tiro y asi se salve de morir al disparar (nada menos).

Una vez hecha la presentacion, supongamos que se tiene un revolver con 6 lugares
para cargar las balas. Sabemos que se han ubicado sélo 3 y quedaron 3 lugares
vacios, con la particularidad de que las 3 balas estan en tres lugares consecutivos.
Supongamos ahora que hay 2 jugadores que van a participar. El tambor (o sea, el
lugar que contiene las balas) se hace girar una sola vez. Cada jugador toma el
arma, se apunta a la cabeza y aprieta el gatillo. Si sobrevive, le pasa el revélver al
siguiente participante, que hace lo mismo: se apunta y aprieta el gatillo. El juego
termina cuando un jugador muere.

La pregunta es: itiene mas posibilidades de sobrevivir el que tira primero o
segundo? En todo caso, ¢representa alguna ventaja ser el que empieza o ser el

segundo? ;Qué preferiria usted?

SOLUCION: Miremos los posibles resultados al girar el tambor.

1 2 3 4 5 6
b b X s 0 o
%] X X X 0 0
0 o X X X o]
0 o o X X b
X o o O X X
X b o 0 0 X

Donde elegi poner una “x” hay una bala, y la “0” representa un lugar vacio.
Ademas, numeré los lugares, de manera tal que el que lleva el niumero 1 es el que
determinara la suerte del primer competidor.

Veamos qué posibilidades tiene de salvarse el primero. De las seis alternativas,
tiene tres a favor (que son las que empiezan con una letra “0”). Es decir que la
probabilidad de que siga vivo es de 1/2, porque se salva con tres de las seis
posiciones posibles.

Ahora, contemos las chances que tiene el segundo competidor, aunque quiza
convenga que le dé un poco de tiempo para pensar de nuevo el problema, ya

planteada la tabla con todas las posibilidades.
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Si aun asi prefiere seguir leyendo, contemos juntos.

Importa mucho saber que, si el segundo jugador va a usar el arma, es porque el
primero sigue vivo. O sea que, como el tambor se hizo girar una sola vez, quedé
detenido en una posicidn que es la que va a prevalecer a lo largo de todo el juego.
Mirando la tabla, ¢cuantas alternativas hay que empiecen con la letra “0”? Hay tres
(la que figura como segunda, tercera y cuarta), pero lo interesante es que de esas
tres s6lo hay una que tiene una bala en el segundo lugar. Las otras dos alternativas

tienen nuevamente una “0”. Es decir que de las tres posibles, el segundo
competidor se salvard en dos de ellas. En consecuencia, la probabilidad de que el
segundo se salve es de 2/3.

La conclusion entonces es que, como la probabilidad de que se salve el primero es
de 1/2 y la del segundo es de 2/3, conviene ser el segundo competidor.

Si usted esta interesado en continuar el proceso, y si el segundo competidor sigue
con vida, le vuelve a tocar al primero y, en ese caso, a él le queda una sola
posibilidad, sobre dos, de salvarse.

Y al segundo, lo mismo. Es decir que si llegaron hasta acéd (pasaron por la situacién
de tirar una vez cada uno y sobrevivieron), las chances son las mismas para los

dos.

8. Problema de las doce monedas

El problema que sigue sirve para analizar situaciones complejas, en donde hay
muchas variables y muchos escenarios posibles.

Para resolverlo, es conveniente sentarse con un papel (o varios), lapiceras (una
alcanza), tiempo (siempre es util) y muchas ganas de pensar y analizar.

Los organizadores de la Competencia de Matematica que lleva el nombre de mi
padre, Ernesto Paenza, incluimos este ejercicio en una de las pruebas (la de 1987).
El enunciado es sencillo y tratar de encontrar la solucion es ciertamente muy
estimulante.

Se tienen 12 monedas iguales en apariencia, pero una de ellas tiene un peso
distinto que el resto. Con todo, no se sabe si pesa mas o menos, sb6lo que pesa
diferente. El objetivo es descubrirla. Para ello, se cuenta con una balanza de dos
platillos. En realidad, es una balanza muy sencilla que s6lo detecta si lo que se pone
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en uno de los platillos pesa mas, igual o menos que lo depositado en el otro. Nada
mas. Para descubrir la moneda distinta se pueden efectuar sélo tres pesadas.

Las preguntas que surgen son:
a) ¢(Se puede?
b) ¢Tiene solucién el problema? En tal caso, ¢cual es? Si no la tiene, también

habrad que demostrarlo.

Listo. Ya est& el enunciado y las condiciones para resolverlo.

Como siempre, lo invito a pensar solo. Buscar la respuesta sirve para entrenar la
mente, para aprender a pensar, para “pensar” un poco mas alla de lo que se ve en
lo inmediato. Hagame caso, vale la pena intentarlo sin leer la respuesta que sigue.
Es mas: aunque no llegue a la respuesta definitiva, créame que la capacidad de

razonamiento de una persona mejora soélo por el hecho de haberlo intentado.

SOLUCION:

El problema tiene soluciéon. No creo que sea la Unica, pero voy a mostrar aqui una
de ellas. Con todo, como habra advertido, mi idea es que siempre sera mejor la que
usted encuentre, porque ésa le pertenece; usted la peled y pensé por si mismo/a.
Ahora si, aqui va. Numeremos las monedas de la 1 a la 12, y a los platillos démosle
un nombre también: A al de la izquierda y B al de la derecha.

En la primera pesada, se eligen las monedas (1, 2, 3, 4) y se las coloca en A.
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Luego, se eligen (5, 6, 7, 8) se las coloca en B.

Caben tres posibilidades:

a) gue pesen igual;
b) que el platillo A pese mas que B (A > B);
c) que el platillo B pese mas que A (B = A).

Analicemos cada caso.

CASO a):

Si las ocho monedas pesan igual, quiere decir que la moneda diferente tiene que
estar entre las cuatro (9, 10, 11 y 12) que no intervinieron en la primera pesada.
¢Como hacer para descubrirla, ahora que s6lo nos quedan dos pesadas mas?
Tomamos las monedas (9, 10) y las comparamos poniéndolas en A y B
respectivamente. Como antes, hay tres posibilidades, pero en este caso s6lo nos
interesa considerar las siguientes: 12 posibilidad: 9 y 10 pesan igual. Eso quiere
decir que la moneda distinta es o bien la 11, o bien la 12. Pero ahora nos queda una
sola pesada mas. Entonces, usamos esa pesada para comparar 9y 11.

Ya sabemos que 9 no es. Estd entre la 11 y la 12. Si 9 y 11 pesan igual, entonces la
12 es la moneda diferente. ¢(Por qué? Porque eso querria decir que 11 es del mismo
peso que 9, y ya sabemos que 9 es una de las monedas buenas, por llamarlas de
alguna manera. Entonces, si 9 es de las buenas, y 11 pesa lo mismo que 9, la Unica
alternativa que queda es que 12 sea la moneda distinta.

22 posibilidad: 9 y 10 pesan distinto. Entonces, quiere decir que una de esas dos (9
o0 10) es la que buscamos. Bueno, pero nos queda una sola pesada para poder
descubrir cual es.

Pesamos la 9 y la 11. Si tienen el mismo peso, entonces la moneda distinta es la 10
(porque ya sabemos que 11 es una de las monedas buenas y 9, entonces, pesaria lo
mismo que 11). En cambio, si 9 y 11 pesan distinto, y como ya sabemos que la
moneda que buscamos esta entre 9 y 10 (y por lo tanto la 11 es una de las
buenas), en conclusién, 9 es la moneda distinta.

Hasta aqui hemos resuelto el problema siempre y cuando en la primera pesada
hayamos determinado que esas ocho monedas (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8) pesan lo
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mismo.

CASO b)

Supongamos que A > B, es decir que las monedas (1, 2, 3, 4) pesan mas que las
monedas (5, 6, 7, 8). Si es asi, entonces hay cuatro monedas que quedan
descartadas: 9, 10, 11y 12.

La moneda distinta tiene que estar entre las primeras ocho.

AB 12345 6 8 7 Ahora nos quedan dos pesadas para descubrir cual es, entre
las ocho primeras.

Para eso, elegimos dos monedas del platillo A (3 y 4) y agregamos una del platillo
B: por ejemplo, la nimero 5. A estas tres monedas (3, 4 y 5) las ponemos en A. Del
otro lado, tomamos las otras dos monedas que estaban en el platillo A (1 y 2) y las
ponemos del otro lado, junto con una cualquiera de las descartadas.

Digamos, la numero 10. Y las ponemos en el platillo B.

Es decir:

e Platillo A: 3, 4y5.
e Platillo B: 1, 2y 10.

Y usamos la segunda pesada para avanzar. Como siempre, pueden pasar tres
cosas: que pesen lo mismo, que A > B, o bien al revés: que A < B.

Analicemos cada una.

12 posibilidad: si (3, 4, 5) pesan lo mismo que (1, 2, 10), esto significa que uno
descarta que entre estas seis monedas esté la que buscamos. Ya lo sabiamos en el
caso de la 10, pero ahora agregamos 1, 2, 3, 4 y 5. Luego, la moneda distinta esta
entre 6, 7 u 8. Pero nos queda una sola pesada y tres monedas. Esta situacion es
clave en el razonamiento. Hemos llegado, una vez mas, a quedarnos con tres
monedas y una pesada para poder decidir.

Pesamos 6 y 7. Si estas dos pesan lo mismo, la Unica posible que queda es la
ndmero 8 que resulta ser la moneda distinta.

En cambio, si 6 pesa mas que 7, esto en principio descarta a 8. Pero, por otro lado,
como en la primera pesada (1, 2, 3, 4) pesaban mas que (5, 6, 7, 8), esto significa
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que la moneda distinta pesa menos que las otras. Esto sucede porque esta del lado
de la derecha, en el platillo B, que en la primera pesada albergaba a la moneda
distinta. Luego, si 6 pesa mas que 7, entonces la moneda distinta es 7. En cambio,
si 6 pesa menos que 7, entonces, la moneda distinta es 6.

22 posibilidad: ahora pasamos al caso en que las monedas (3, 4, 5) pesan mas que
(1, 2, 10). Como también tenemos el dato de que las monedas (1, 2, 3, 4) pesan
mas que (5, 6, 7, 8), entonces, al haber cambiado de platillo a la moneda 5, como
todavia el platillo A sigue pesando mas, hay que descartar esa moneda. La 5,
entonces, no es la moneda distinta. Pero tampoco lo son las monedas 1 y 2, ya que
también las cambiamos de platillo, del A al B, y sin embargo la balanza sigue
inclinandose para el mismo lado. Como la 10 ya estaba descartada de entrada y
sélo la usamos para “equilibrar” los pesos, quiere decir que la moneda distinta tiene
que estar entre la 3 y la 4.

Hay que dilucidar ahora cual de las dos es la moneda distinta, en una sola pesada.
Ponemos la moneda 3 en el platillo A y la 4 en el B. No pueden pesar lo mismo,
porque una de las dos tiene que ser la moneda distinta. No sé6lo eso: la que pese
mas es la moneda distinta.

Esto se deduce porque es lo que hace (e hizo) que el platillo A pesara més en la
primera pesada y también en la segunda.

Si al compararlas 3 pesa mas que 4, entonces 3 es la moneda distinta. Si resulta
que 4 pesa mas que 3, entonces 4 es la moneda distinta.

Y listo. Aqui termina esta parte.

32 posibilidad: falta que analicemos el caso en que las monedas (3, 4, 5) pesan
menos que (1, 2, 10). Aqui quedan abiertas algunas posibilidades. Las uUnicas
monedas que pueden ser distintas son 1, 2 0 5. ¢Por qué? Con respecto a la pesada
inicial, donde (1, 2, 3, 4) pesan mas que (5, 6, 7, 8), las monedas que cambiamos
de platillo en la segunda pesada son 1y 2, que pasaron al platillo A, y también la 5,
que paso del platillo B al A.

Al quedar 3y 4 en A, y al cambiar cual de los dos platillos pesa mas, entonces eso
descarta a 3 y 4. Ellas, obviamente, no inciden en el peso. Ponemos entonces la
moneda 1 en A, y la 2 en B. Si pesan igual, entonces la moneda 5 es la moneda
distinta.
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Esto sucede porque todo quedaba reducido a tres monedas: 1, 2y 5. Si 1y 2 pesan
lo mismo, entonces 5 tiene que ser la moneda diferente.

En cambio, si 1 pesa mas que 2, eso significa que 1 es la moneda distinta (revise lo
que paso con la moneda 1 desde el principio de las tres pesadas y se dara cuenta
que la que mas pesa es la moneda distinta). Por otro lado, si 2 pesa mas que 1,

entonces 2 es la moneda distinta.

CASO ¢)

Ahora falta analizar el caso en que en la primera pesada las monedas (1, 2, 3, 4)
pesan menos que las monedas (5, 6, 7, 8). En este caso, igual que antes, quedan
descartadas como posibles monedas distintas las (9, 10, 11, 12).

Como hemos hecho hasta aca, ahora elegimos seis monedas para comparar.
Ponemos, por ejemplo, (3, 4, 5) en Ay (1, 2, 10) en B. Al hacer esto, pensamos en
cambiar de platillos s6lo tres monedas: 1 y 2 que pasan de A a B vy, al revés, la
moneda 5 que pasa de B a A. La moneda 10 s6lo cumple un papel estabilizador, ya
que sabemos que esta descartada.

¢Qué puede ocurrir? Si (3, 4, 5) pesan igual que (1, 2, 10), entonces la moneda
distinta tiene que estar entre 6, 7 y 8 (esto surge de la primera pesada). Ademas, la
que sea pesa mas, porque en la primera pesada el platillo B pesé mas que el platillo
A, y en el platillo B sabemos que esta la moneda distinta (porque (3, 4, 5) pesan
igual que (1, 2, 10)).

Ponemos 6 en A, y 7 en B. Si pesan lo mismo, entonces la moneda 8 es la distinta.
Si 6 pesa mas que 7, entonces la 6 es la moneda distinta. Y si 7 pesa mas que 6,
entonces es 7 la moneda distinta.

Si ahora (3, 4, 5) pesan méas que (1, 2, 10), entonces la discusiéon sobre la moneda
distinta se circunscribe a las monedas (1, 2 y 5) porque son las Unicas tres que
cambiaron de platillo (teniendo en cuenta la primera pesada). Ponemos 1 en A, y 2
en B. Si pesan iguales, entonces 5 es la moneda distinta. Si 1 pesa mas que 2,
entonces 2 es la moneda distinta, porque en la primera pesada las monedas (1, 2,
3, 4) pesaban menos que (5, 6, 7, 8). En consecuencia, si la moneda distinta esta
entre 1 y 2, la que pese menos es la distinta. Y al revés, si 1 pesa menos que 2,
entonces 1 es la moneda distinta.
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Por dltimo, supongamos que (3, 4, 5) pesan menos que (1, 2, 10). Esto descarta a
la moneda 5, porque aunque se cambie de platillo queda la balanza inclinada hacia
el mismo lado (o sea, con el platillo A teniendo menos peso que el platillo B).

Por la misma razén, como al cambiar de platillo a las monedas 1, 2 y 5 en la
segunda pesada no cambia el peso de los platillos, entonces 1, 2 y 5 quedan
descartadas. La moneda distinta esta entre la 3 y la 4. Y es la que pesa menos de
las dos, porque la presencia de ambas en las primeras dos pesadas es la que hace
que el platillo A pese menos que B. Luego, ponemos 3 en Ay 4 en B. Sabemos que
Nno pueden pesar iguales. Luego, si 3 pesa menos que 4, entonces 3 es la moneda
distinta. Y al revés, si 4 es la que pesa menos que 3, entonces 4 es la moneda
distinta.

Y listo. Ac& se termindé el analisis.

¢ Dificil? No. ¢Complejo? Tampoco. Sélo hay que “aprender” a hacer andlisis de este
tipo, en donde las posibilidades son muchas y las variables, en apariencia, también.

Exige concentracién... Y entrenar la concentraciéon no tiene nada de malo. Y es muy

atil.

9. Problema del viajante de comercio

Si usted fuera capaz de resolver el problema que voy a plantear ahora, podria
agregar un millébn de délares a su cuenta bancaria. Eso es lo que esta dispuesto a
pagar el Clay Mathematics Institute. El problema es de enunciado realmente muy
sencillo y se entiende sin dificultades. Claro, eso no quiere decir que sea féacil de
resolver, ni mucho menos. De hecho, seguramente pondran en duda varias veces
que a alguien le puedan pagar semejante suma por resolver lo que parece ser una
verdadera pavada. Sin embargo, hace méas de cincuenta afios que esta planteado v,
hasta ahora, nadie le encontro la vuelta.

Acompéfieme.

Una persona tiene que recorrer un cierto numero de ciudades que estan
interconectadas (por rutas, carreteras o por avion).

Es decir, siempre se puede ir de una hacia otra en cualquier direccion.

Ademas, otro dato es cuanto cuesta ir de una a otra. A los efectos practicos, vamos
a suponer que viajar desde la ciudad A hasta la ciudad B sale lo mismo que viajar
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desde B hasta A.

El problema consiste en construir un itinerario que pase por todas las ciudades una
sola vez, y que termine en el mismo lugar de partida, con la particularidad de que
sea el mas barato. jEso es todo! No me diga que no le da ganas de volver para
atras y leer de nuevo, porque estoy seguro de que, a esta altura, usted debe dudar
de haber entendido correctamente el enunciado del problema.

Una de dos: o no entendid bien el planteo o hay algo que anda mal en este mundo.
Sin embargo, el asunto es que la dificultad del problema aparece escondida. Los
intentos que distintas generaciones de matematicos han hecho tratando de
resolverlo, han permitido mudltiples avances, sobre todo en el area de la
optimizacion, pero hasta ahora el problema general no tiene solucién.

Hagamos algunos ejemplos sencillos.

Supongamos que se tienen 4 ciudades, digamos A, B, Cy D.

Como sefialé mas arriba, sabemos que ir de A hacia B cuesta lo mismo que ir de B
hacia A. Y lo mismo con todas las otras parejas.

Para ejemplificar, voy a inventar algunos datos, de manera de poder pensar el

problema en un caso concreto.

a) Costo del viaje AB = 100
b) Costo del viaje AC = 150
c) Costo del viaje AD = 200
d) Costo del viaje BC = 300
e) Costo del viaje BD = 50

f) Costo del viaje CD = 250

Con esto tenemos cubiertos todos los posibles caminos entre todos los posibles
pares de ciudades.
Por otro lado, veamos ahora cuales son los posibles itinerarios que cubran las 4

ciudades, pasando una sola vez por cada una y retornando a la ciudad de partida:

1) ABCDA  2) ABDCA  3) ACBDA  4) ACDBA
5) ADBCA  6) ADCBA  7) BACDB  8) BADCB
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9) BCADB  10) BCDAB 11) BDACB 12) BDCAB
13) CABDC 14) CADBC 15) CBADC 16) CBDAC
17) CDABC  18) CDBAC 19) DABCD 20) DACBD
21) DBACD 22) DBCAD 23) DCABD 24) DCBAD

Todo lo que hay que hacer ahora es escribir los precios de los trayectos, y hacer las

sumas correspondientes:

1-ABCDA |AB = 100 | BC = 300 | CD = 250 | DA = 200
2-ABDCA |AB = 100 | BD = 50 [DC = 250 | CA = 150
3-ACBDA 150 300 50 200
4-ACDBA 150 250 50 100
S-ADBCA 200 0 300 150
6-ADCEA 200 250 300 100
1-BACDE 100 150 250 50
8-BADCB 100 200 250 300
S3-BCADB 300 150 200 50
10-BCDAB J00 250 200 100
11-BDACEH a0 200 150 300
12-B0CAB a0 220 150 100
13-CABDC 150 100 50 250
14-CADBC 150 200 al 300
15-CBADC 300 100 200 250
16-CBDAC 300 20 200 150
17-CDABC 250 200 100 300
18-COBAC 250 50 100 150
19-DABCD 200 100 300 250
20-DACEBD 200 150 200 50
21-DBACD 50 100 150 250
22-DBCALD 50 300 150 200
23-DCABD 250 150 100 200
24-DCBAD 250 300 100 2000

Es decir que se tienen en total 24 posibles itinerarios, con los siguientes costos:
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Viaje Costo Viaje Costo
1 850 2 550
3 700 q 550
5 700 6 850
7 550 8 850
9 J00 10 850

11 J00 12 700
13 550 14 700
15 250 16 700
17 850 18 550
19 850 20 700
21 550 22 7100
23 T00 24 850

El itinerario que habria que elegir es cualquiera de los que cuestan 550.
Obviamente, en este caso el problema es de muy facil solucién. ¢(Dénde esta la
dificultad, entonces? Falta muy poco para descubrirla, pero en lugar de escribirla yo,
preferiria que lo hiciéramos juntos.

Hasta aca vimos que con 4 ciudades, hay 24 caminos posibles para analizar.
Supongamos ahora que en lugar de 4 ciudades, hay 5. {Cuantos caminos posibles
habrd? (Acd estara la clave.) Una vez elegida la primera ciudad del recorrido
(cualquiera de las 5), ¢cuantas posibilidades quedan para la segunda ciudad?
Respuesta: cualquiera de las 4 restantes. Es decir que, nada mas que para recorrer

las primeras 2 ciudades, hay ya 20 posibles maneras de empezar:

AB, AC, AD, AE, BA, BC, BD, BE, CA, CB, CD, CE, DA, DB, DC, DE, EA, EB, ECy ED.

¢Y ahora? ¢;Cuantas posibilidades hay para la tercera ciudad? Como ya elegimos 2,
nos quedan 3 para elegir. Luego, como ya teniamos 20 maneras de empezar, y
cada una de éstas puede seguir de 3 formas, con 3 ciudades tenemos 60 formas de
empezar.

(¢Advierte ya donde empieza a estar la dificultad?)

Para la cuarta ciudad a elegir, ¢cuantas posibilidades quedan? Respuesta: 2 (ya que
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son solamente 2 las ciudades que no hemos utilizado en el itinerario trazado hasta
ahora). Luego, para cada una de las 60 formas que teniamos de empezar con 3
ciudades, podemos continuar con 2 ciudades. Luego, tenemos 120 itinerarios con 4
ciudades.

Y ahora, para el final, no nos queda nada para elegir, porque de las 5 ciudades que
habia, ya hemos seleccionado 4: la quinta es elegida por descarte, porque es la
Unica que queda.

Moraleja: tenemos 120 itinerarios.

Si relee lo que escribimos recién, vera que al niumero 120 llegamos multiplicando

los primeros cinco numeros naturales:

120=5x4x3x2x1

Este niumero se conoce con el simbolo 5!, y no es que se lea con gran admiracion,
sino que los matematicos llamamos a este numero el factorial de 5. En el caso que
estamos analizando, el 5 es justamente el numero de ciudades?®.

Es facil imaginar lo que pasara si en lugar de tener 5 ciudades, se tienen 6 o mas. El

numero de caminos posibles sera:

6! =6 x5x4x3x2x1=720
7 ciudades, 7! = 5.040
8 ciudades, 8! = 40.320
9 ciudades, 9! = 362.880
10 ciudades, 10! = 3.628.800

Y paro aca.
Como habra deducido, el total de rutas posibles que habria que analizar con sélo 10

ciudades es de jmas de 3.600.000! La primera conclusién que uno saca es que el

18 Se le da un nombre a esta operacién, que resulta de multiplicar los primeros n nimeros naturales (el factorial de
‘n’), porgue es una situaciéon que aparece muchas veces cuando uno tiene que contar conjuntos finitos. O sea, tiene
sentido llamar de alguna manera al producto de los primeros nimeros naturales. Por ejemplo:
31=3x2x1=6
41 =4x3x2x1=24
51 =5x4x3x2x1=120
10l =10x9x8x7x6x5%x4x3x2x1=3.628.800
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factorial de un nimero aumenta muy rapidamente a medida que uno avanza en el
mundo de los numeros naturales.

Imagine que un viajante de comercio necesita decidir como hacer para recorrer las
capitales de las 22 provincias argentinas, de manera tal que el costo sea el menor
posible. De acuerdo con lo que vimos recién, habria que analizar:
1.124.000.727.777.610.000.000 rutas posibles (mas de 1.100 trillones) Por lo
tanto, se advierte que para resolver este problema hace falta una computadora
ciertamente muy potente. Y aun asi, este ejemplo (el de las 22 capitales) es muy
pequefio...

Creo que ahora queda claro que la dificultad no reside en hacer las cuentas ni en el
método a emplear. jEsa es la parte facil! Hay que sumar y luego comparar. No; el
problema, insalvable por ahora, es que hay que hacerlo con muchisimos numeros,
un numero enorme, que aun en los casos mas sencillos, de pocas ciudades, parece
inabordable.

La idea es tratar de encontrar alguna manera de encontrar la ruta mas barata sin
tener que realizar todos esos calculos. Ya con 100 ciudades se sabe que el nimero
de itinerarios posibles es tan grande que ni siquiera las computadoras mas
poderosas pueden procesarlo. Hay varios casos particulares que fueron resueltos,
pero, en esencia, el problema sigue abierto.

Un ultimo comentario: con los actuales modelos de computacién, el problema no
parece gue tenga solucion. Hara falta, entonces, que aparezca alguna nueva idea

que revolucione todo lo conocido hasta ahora.
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Capitulo 5

La matematica es un juego (0 no?)

Contenido:

Alicia sonrié: “No tiene sentido que pruebe”,
dijo, “uno no puede creer en cosas imposibles”.
“Me atrevo a decir que no has intentado lo
suficiente”, dijo la reina.

“Cuando yo era joven, lo intentaba al menos
media hora por dia. Incluso, hubo dias en que
me crei hasta seis cosas imposibles antes del
desayuno”. “;Por donde tendria que empezar?”,
pregunté. “Empieza por el principio”, dijo el rey,
“y detente cuando llegues al final”.

LEWIS CARROLL, Alicia en el Pais de las

Maravillas

1. Teoria de Juegos. Estrategia (una definicion)

. Dilema del prisionero

. Truelo

. El juego del “numerito”

© 0 N O O A W N

10. Polo Norte

11. Fixture (a la Dubuc)
12. Palindromos

13. Juego del 15

. 600 soldados, el general y la Teoria de Juegos
. La banda de Moebius. Un desafio a la intuicién

. Problema del tablero de ajedrez

. NUmeros naturales consecutivos

. Problema de los siete puentes de Konigsberg
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14. Triangulo de Pascal

1. Teoria de Juegos. Estrategia (una definicién)

¢Qué es el pensamiento estratégico? Esencialmente se trata de cOmo podemos
disefiar la interaccion con otras personas, que propondran situaciones que
deberemos imaginar y contrarrestar, y a la vez, nosotros ofreceremos las nuestras
tratando de ganar.

Alguien, ademas de nosotros, estard pensando igual que nosotros, al mismo tiempo
que nosotros, acerca de la misma situacién que nosotros. Si se tratara de un partido
de futbol, el director técnico rival es el que preparard las jugadas que piensa
serviran para contrarrestar las jugadas que él cree que nosotros presentaremos en
el transcurso de un partido. Por supuesto, asi como tenemos que considerar qué es
lo que el otro jugador esta pensando, él, a su vez, tiene que considerar lo que
nosotros estamos pensando.

Justamente, la Teoria de Juegos es el analisis o la ciencia (como prefieran) que
estudia como optimizar ese tipo de toma de decisiones de acuerdo con un
comportamiento racional.

Uno puede decir que actla con racionalidad cuando

e piensa cuidadosamente antes de actuar;

e es consciente de sus objetivos y preferencias;

e conoce sus limitaciones;

e sabe cuales son las restricciones;

e elige sus acciones de forma calculada para conseguir lo mejor de acuerdo con

Su criterio.

La Teoria de Juegos agrega una nueva dimensiéon al comportamiento racional,
esencialmente porque ensefia a pensar y a actuar en forma educada'®, cuando uno

tiene que enfrentarse con otras personas que usan las mismas herramientas. Esta

1° En el sentido de que se actuara de acuerdo con lo aprendido y planificado, no por “moral y buenas costumbres”.
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teoria no sostiene que ensefard los secretos de coémo jugar “a la perfeccion”, ni
garantiza que uno nunca va a perder. Ni siquiera tendria sentido pensarlo asi,
teniendo en cuenta que tanto nosotros como nuestro oponente podriamos estar
leyendo el mismo libro, y ambos no podemos ganar al mismo tiempo.

Pero mas alla de esta obviedad, lo mas importante es advertir que la mayoria de
estos juegos es lo suficientemente compleja y sutil, y la mayoria de las situaciones
involucra decisiones basadas en la idiosincrasia de las personas o en elementos
azarosos; por lo tanto, la Teoria de Juegos no puede (asi como ninguna otra teoria
podria hacerlo) ofrecer una receta infalible para el éxito. Lo que si provee son
algunos principios generales para aprender a interactuar con una estrategia. Uno
tiene que suplementar esas ideas y esos métodos de calculo con tantos detalles
como le sea posible, de manera tal de dejar librado al azar lo menos posible, y de
esa forma disefar la mejor estrategia, o una muy buena estrategia.

Los mejores estrategas mezclan la ciencia que provee la Teoria de Juegos con su
propia experiencia. Un analisis correcto de cualquier situacién involucra también
aprender y describir todas las limitaciones.

Se puede pensar que uno, en algun sentido, ya es un artista, y adquirié lo que
necesitaba saber a través de la experiencia.

Sin embargo, la Teoria de Juegos ofrece un angulo cientifico que sélo sirve para
agregar mas elementos de juicio. Mas aun: es una manera de sistematizar muchos
principios generales que son comunes en muchos contextos o aplicaciones. Sin
estos principios generales, uno tendria que empezar todo de nuevo ante cada nueva
situacion que requiera de una estrategia. Y eso seria, ciertamente, una pérdida de

tiempo.

2. 600 soldados, el general y la Teoria de Juegos

En el libro Judgement under Uncertainty (Juicio ante la Incertidumbre), de Tversky
y Kahneman, aparece un problema que requiere tomar una decisibn en una
situacion critica. De hecho, los dos autores, ambos psicélogos, plantean una
disyuntiva cuya resolucién, como veremos, depende de cémo sea presentada. En
realidad, como acabamos de ver, hay una rama de la matematica, conocida con el
nombre de Teoria de Juegos, que analiza este tipo de situaciones.
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Supongamos gue hay un general que lidera un grupo de 600 soldados. De pronto,
su gente de inteligencia le advierte que estan rodeados por un ejército, y que
vienen con la intencién de matarlos a todos (los soldados).

Como el general habia estudiado las condiciones del terreno antes de estacionarse
en ese lugar, mas la informacion que le suministraron sus espias, sabe que le
quedan dos alternativas, o mejor dicho, dos caminos de escape: a) Si toma el
primer camino, salvara a 200 soldados.

b) Si toma el segundo camino, la probabilidad de salvar a los 600 es de 1/3,
mientras que la probabilidad de que ninguno llegue a destino es de 2/3.

¢Qué hacer? ;/Qué ruta tomar? Aqui, le propongo realizar una pausa. Lo invito a que
piense qué haria en una situacion semejante. ¢(Qué camino elegiria? Una vez que
haya releido el problema y haya tomado una decisién imaginaria, lea lo que sigue,
con lo que se sabe estadisticamente qué haria la mayor parte de la gente.

Ahora sigo. Se sabe que 3 de cada 4 personas, o sea el 75 por ciento, dice que
tomaria el camino uno, y el argumento que dan es que si optaran por el dos, la
probabilidad de que mueran todos es de 2/3.

Hasta acd, todo es comprensible. Mas alla de lo que hubiera decidido usted en esa
misma disyuntiva, ésos son los datos que recolectaron los cientificos. Sin embargo,
mire cOmo las respuestas cambian dramaticamente cuando las opciones son
presentadas de diferente manera.

Supongamos que ahora se plantearan estas dos alternativas de escape: a) Si uno
toma el primer camino, sabe que se mueren 400 de los 600 soldados.

b) Si uno toma el segundo camino, sabe que la probabilidad de que se salven todos
es de 1/3, mientras que la probabilidad de que se mueran todos es de 2/3.

¢Qué ruta tomaria? Otra vez, vale la pena pensar qué haria uno y luego confrontar
con las respuestas que ofrecerian nuestros semejantes.

La mayor parte de la gente (4 sobre 5, o sea el 80 por ciento), cuando le plantearon
el problema de esta forma, opté por el segundo camino, y el argumento que daba
es que elegir el camino uno significaba condenar a 400 soldados a una muerte
segura, mientras que, si elegia el segundo camino, al menos existia un 1/3 de
posibilidades de que se salvaran todos.

Las dos preguntas plantean el mismo problema de manera diferente. Las distintas
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respuestas obedecen sblo a la forma en que fue planteado el problema. Es decir,
depende de en qué términos esté puesto el mayor énfasis, si en cuantas vidas se

salvan o en cuantas personas van a morir con seguridad.

3. Dilema del prisionero

Uno de los problemas mas famosos en la Teoria de Juegos es el que se conoce con
el nombre del “Dilema del prisionero”.

Hay muchisimas versiones y cada una tiene su costado atractivo.

Elijo una cualquiera, pero las otras son variaciones sobre el mismo tema. Aqui va.
Dos personas son acusadas de haber robado un banco en Inglaterra. Los ladrones
son apresados y puestos en celdas separadas e incomunicados. Ambos estan mas
preocupados por evitar un futuro personal en la carcel que por el destino de su
complice.

Es decir, a cada uno le importa mas conservar su propia libertad, que la de su
complice.

Interviene un fiscal. Las pruebas que reune son insuficientes.

Necesitaria una confesion para confirmar sus sospechas. Y aqui viene la clave de
todo. Se junta con cada uno de ellos y les plantea (por separado) la siguiente
oferta:, Usted puede elegir entre confesar o permanecer callado. Si confiesa y su
complice no habla, yo retiro los cargos que tengo contra usted, pero uso su
testimonio para enviar al otro a la carcel por diez afos. De la misma forma, si su
complice confiesa y es usted el que no habla, él quedara en libertad y usted estara
entre rejas por los préximos diez afios. Si confiesan los dos, los dos seran
condenados, pero a cinco afios cada uno. Por ultimo, si ninguno de los dos habla,
les corresponderéa sélo un afio de céarcel a cada uno porque solo los podré acusar de
un delito menor por portacién de armas.

”Ustedes deciden, le dice a cada uno por separado. Eso si, si quieren confesar,
deben dejar una nota con el guardia que esta en la puerta antes de que yo vuelva
mafana., Y se va.

Este problema fue planteado en 1951 por Merrill M. Flood, un matematico inglés, en
cooperacion con Melvin Dresher.

Ambos actuaron estimulados por las aplicaciones que este tipo de dilemas podrian
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tener en el disefio de estrategias para enfrentar una potencial guerra nuclear. El
titulo “Dilema del prisionero” se le debe a Albert W. Tucker, profesor en Princeton,
quien trat6é de adaptar las ideas de los matematicos para hacerlas mas accesibles a
grupos de psicologos.

Se han hecho, y se continlan haciendo muchos analisis y comentarios sobre este
dilema, por lo que lo invito, antes de seguir leyendo, a pensar un rato sobre el
tema.

En definitiva, se trata de ilustrar, una vez mas, el conflicto entre el interés individual

y el grupal.

e (/Qué haria si estuviera en la posicion de cada uno de ellos?

e ;Cual cree que es la respuesta que dieron ellos en ese caso?

e (/Qué cree que haria la mayoria en una situaciéon similar?

e ¢Encuentra algunas similitudes con situaciones de la vida cotidiana en las que

usted estuvo involucrado?

Estd claro que los sospechosos tienen que reflexionar sin poder comunicarse entre
ellos. ¢(Qué hacer? La primera impresion es que la mejor solucién es no confesar y
pasar, cada uno, un afio en la carcel. Sin embargo, desde el punto de vista de cada
individuo, la mejor soluciéon es confesar, haga lo que haga la otra persona.

Claro, si el otro opta por el silencio, quien confiesa queda libre y su complice va
preso por diez afos. En cambio, si el otro confiesa también, los dos tendran que
pagar con cinco afos de carcel. Pero, ¢valdra la pena quedarse en silencio? ¢ Tendra
sentido correr el riesgo de no hablar? Desde el punto de vista del “juego solidario”,
de “complices unidos en la desgracia”, si uno supiera que el otro no va a hablar,
ambos pagarian con so6lo un afio de carcel. Pero a poco que el otro hable y rompa el
idilio del juego en equipo, quien no hablé quedara preso diez afios.

Por supuesto, no hay una respuesta Unica a este dilema. Y estd bien que asi sea,
porque, si no, no serviria para modelar situaciones reales que podriamos vivir en
nuestra vida cotidiana.

En un mundo solidario e ideal, la mejor respuesta es callarse la boca, porque uno
sabria que el otro va a hacer lo mismo. La situaciébn requiere confianza vy
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cooperacion.

La “estrategia dominante” en este caso, la que contiene el menor de los males
posibles, independientemente de lo que haga el otro, es confesar.

La Teoria de Juegos establece que, en la mayoria de los casos, los jugadores
seguiran esta estrategia dominante.

¢Qué haria usted? No se lo diga a nadie, s6lo piénsenlo.

¢Confesaria?... ;Esta seguro?

4. La banda de Moebius. Un desafio a la intuicion

No, la banda no tiene que ver con lo que usted esta pensando.

Se la llama banda o cinta sin embargo, desde que fue descubierta por Moebius,
hace mas de ciento cincuenta afos, presenta un curioso desafio a la intuicion.

Con todo, para aquellos que no la conocen (a la cinta de Moebius), sera una forma
mas de ver como se puede hacer matemadtica sin que haya cuentas ni calculos
involucrados. Si lo convenzo, paga doble... Mas alla de la broma, por supuesto que
los niumeros y los céalculos son necesarios, pero no son imprescindibles para ligarlos
con la matematica misma. Las ideas también estan en otro lado: la sal, la pimienta,
el orégano y la paprika son muy utiles para cocinar, aunque no son “la” comida. Lo
que viene ahora es uno de los platos principales. Obviamente, no es el Unico, ni
mucho menos. Pero es uno entre tantos... Necesito de su complicidad: ¢tiene tiempo
de pensar un rato? Mas audn: ;jtiene tiempo para jugar mentalmente un rato? Si
realmente se quiere entretener, consigase un papel relativamente grande (puede
incluso usar una hoja completa del diario, después de haberla leido, claro) para
fabricarse un cinturébn o una “vincha”, por ponerle algin nombre, un Iapiz o
marcador y una tijera. Funciona aun mejor si consigue un papel que sea de un color
diferente de cada lado.

No es imprescindible que tenga todo eso, porque abajo aparecen algunos dibujos
que evitan las manualidades, si es que uno afina su capacidad para pensar. En
cualquier caso, alla voy.

Imaginese un cinturén entonces, pero sin hebilla. ¢{Alguna vez se puso uno al revés?
Seguro que la respuesta es afirmativa.

Usted coincidira conmigo en que para que haya un revés tiene que haber un
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derecho. Es decir, aunque uno no presta atenciéon (y lo bien que hace) cada vez que
tiene un anillo o un cinturén o una vincha, hay un lado que es considerado el de
adentro y otro, el lado de afuera.

Ahora, imaginese que vamos a construir uno de esos cinturones, pero de papel. Uno
corta una tira de papel larga y luego pega los extremos, como se ve en la figura 1.

Es decir, uno dobla el papel y hace coincidir los lados A y B.

Figura 1

De esa forma, tiene un cinturdén (sea generoso conmigo, es sélo un ejemplo). Ahora
bien: cuando uno fabrica el cinturén, como decia antes, hay un lado que es el de
afuera y otro que es el de adentro. Ahora tome la cinta del extremo A y ddblela
como se ve en la figura 2. No la rompa, s6lo tuérzale 180 grados uno de los

extremos.

Figura 2

Una vez hecho esto, pegue los extremos tal como estan, como se ve en la figura 3.
Es decir que los pega como cuando hacia el cinturén, pero uno de los extremos esta

dado vuelta.
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V. d

Figura 3

Ahora ya no tiene un cinturén en el sentido clasico. Queda otra superficie. Distinta.
Si uno la quiere enderezar, no puede, salvo que la rompa. Tratemos de descubrir en
esa nueva superficie el adentro y el afuera. Inténtenlo solo/a. Trate de descubrir
cual de los dos lados es el de adentro y cual el de afuera.

Créame que la gracia de todo esto es que usted descubra algo por sus propios
medios. Por supuesto que es valido que siga leyendo, pero ¢por qué privarse del
placer de investigar sin buscar la solucién?

Lo que sucede (sigo yo), es que la nueva superficie no tiene dos lados como el
cinturdén. Ahora, jtiene uno solo! Es un hecho hipernotable, pero esta nueva cinta es
la que se conoce con el nombre de Cinta de Moebius (0o de M6bius). Esta superficie
fue descubierta por un matematico y astronomo aleman, August Fernand Moebius,
en 1858 (aunque también hay que darle crédito al checo Johann Benedict Listing, ya
que varios dicen que fue él quien escribié primero sobre ella, aunque tardé mas
tiempo en publicarlo).

Moebius estudié con Gauss (uno de los mas grandes matematicos de la historia) e
hizo aportes en una rama muy nueva de la matematica, como era en aquel
momento, la topologia. Junto con Riemann y Lobachevsky crearon una verdadera
revoluciéon en la geometria, que se dio a conocer como no-euclidiana.

Antes de avanzar, me imagino que se estard preguntando para qué sirve una cinta
asi... Parece un juego, pero téngame un poquito mas de paciencia. Tome la cinta
una vez mas. Agarre un lapiz, o un marcador. Empiece a hacer un recorrido con el
lapiz yendo en cualquiera de las dos direcciones, como si quisiera recorrerla toda en
forma longitudinal. Si uno sigue con cuidado y paciencia, descubre que, sin haber
tenido que levantar el lapiz, vuelve al mismo lugar, habiendo pasado por las
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supuestas dos caras. Eso, en un cinturén (o en algo equivalente) es imposible. En
cambio, en la cinta de Moebius, si, se puede. Es mas: usted, pudo.

Ahora tome uno de sus dedos indice. Comience a recorrer la cinta por el borde. Si
uno hiciera lo mismo con un cinturén, digamos con la parte de arriba, daria una
vuelta completa y volveria al mismo lugar, pero obviamente no pasaria por la parte
de abajo. Con la cinta de Moebius, en cambio, si: contra lo que indicaria la intuicion,
la banda de Moebius tiene una sola cara y un solo borde. No hay ni adentro ni
afuera, ni arriba ni abajo.

Para los matematicos, pertenece a las llamadas superficies no orientables.

Sigo un poco mas. Tome una tijera. Haga un corte longitudinal por la mitad, como
indica la figura 4. ;Qué pas6? ;Qué encontré? Si no tiene una tijera, hagalo

mentalmente y cuénteme lo que descubre.

Figura 4

Lo que sucede es que, en lugar de separarse en dos, queda una sola cinta pero
ahora ya no es mas una banda de Moebius: quedé como un cinturén comun y
corriente, mas largo que el original, con dos lados y dos bordes, pero doblado dos
veces. Y si la vuelve a cortar por la mitad, ahora si se obtienen dos cintas enrolladas
una alrededor de la otra. Y si tiene ganas de hacer mas pruebas, intente realizando
un corte longitudinal sélo que en lugar de hacerlo por la mitad, como recién, hagalo

a un tercio de uno de los bordes de la banda de Moebius, y vea qué pasa.

ALGUNAS APLICACIONES
En algunos aeropuertos ya hay bandas de Moebius para las cintas que transportan
los equipajes o la carga. Esto implica el uso parejo y regular de los dos lados

aunque ahora sabemos que, en este tipo de superficies, no podemos hablar en
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plural sino en singular: jhay un solo lado! Sin embargo, el aprovechamiento es
doble, igual que el rendimiento, y el desgaste se reduce a la mitad. Es decir: este
tipo de cintas tiene una vida que duplica las comunes. Por las mismas razones,
también las usan las grandes empresas de transporte de carga y de correos.

Otra aplicacion: en los casetes de audio, de los que se usan en los grabadores
comunes pero que entran en una especie de loop o lazo, la cinta esta enrollada
como una cinta de Moebius.

En ellos, se puede grabar de los dos “lados” y es obvio el aprovechamiento mayor
de su capacidad.

En ciertas impresoras que funcionan a tinta o en las viejas maquinas de escribir, la
cinta que va dentro del cartucho esté enrollada formando una banda de Moebius. De
esa forma, igual que en los ejemplos anteriores, la vida util se duplica.

En la década del 60, los Laboratorios Sandi usaron bandas de Moebius para disefar
algunos componentes electrénicos.

En el arte, un candidato natural a usar las bandas de Moebius deberia ser M. C.
Escher (1898-1972), el increible y revolucionario artista grafico holandés que
conmovié al mundo con sus dibujos, litografias y murales, por sélo nombrar algunos
aspectos de su obra. Y aqui la intuicion no falla. En muchas de sus litografias
aparece la cinta de Moebius, en particular en una en la que hay hormiguitas
circulando sobre una de esas bandas.

Aparece también en historias de ciencia ficcidon: las mas conocidas son El muro de
oscuridad (The Wall of Darkness, de Arthur Clarke) y Un subte llamado Moebius.

Por udltimo, una curiosidad mas: Elizabeth Zimmerman disefid¢ unas bufandas
aprovechando las cintas de Moebius e hizo una fortuna con sus tejidos.

El interés en las bandas de Moebius no pasa soélo por sus aplicaciones, reales o
potenciales. Pasa por la imaginacion y el descubrimiento de algo que, ahora, parece
sencillo y obvio. Hace un poquito mas de un siglo y medio, no lo era. Y, como

escribi al principio, también es producto de hacer matematica.

5. Problema del tablero de ajedrez
Imaginemos un tablero de ajedrez comun y corriente. Es facil observar que tiene 64

casillas, de las cuales 32 son blancas y las otras 32, negras.
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Supongamos, ademas, que tenemos 32 fichas de dominé.

Ahora bien. ¢Esta claro que con las 32 fichas de domind uno puede cubrir el tablero
de ajedrez sin que quede ninguna casilla libre? Yo creo que si, pero lo invito a
pensar alguna forma de hacerlo. Si no se le ocurre ninguna (lo cual creo
ciertamente poco posible), ponga en forma horizontal cuatro fichas de doming,
hasta cubrir la primera fila. Haga lo mismo con la segunda fila y repita el proceso
para todas las demdas, de manera que el tablero quede totalmente cubierto por las
fichas de domind.

Claro que cada ficha sirve para cubrir exactamente dos casillas del tablero,
independientemente de que uno las ponga en forma vertical u horizontal. Hasta aca,
una pavada.

Supongamos ahora que un buen sefior viene con una tijera y recorta los dos
casilleros de las puntas de una de las diagonales.

Es decir: el tablero tiene dos diagonales (que serian las diagonales del cuadrado). El
sefior saca los dos casilleros que estan en las puntas de una de las diagonales,
cualquiera de las dos.

Ahora el tablero tiene 62 casillas. Esto también tiene que ser claro, porque
originariamente habia 64, y como recorté dos, quedan 62 casillas. Como teniamos
32 fichas de dominé y con ellas cubriamos el tablero de 64 casillas, ya no
necesitamos las 32 fichas porque ya no hay tantas casillas. Eliminamos una de las
fichas y nos quedamos con 31.

La cuestion es si ahora se puede encontrar alguna manera de cubrir el tablero con
esas 31 fichas. (Las reglas son las mismas.

Es decir, cada ficha de dominé puede ser utilizada en forma vertical u horizontal.)
Vale la pena pensar el problema, sobre todo porque el desafio es el siguiente: si se
puede, muestre al menos una manera de hacerlo. En cambio, si cree que no se
puede, entonces, deberd encontrar alguna razén que demuestre que no hay
ninguna forma de hacerlo. Es decir, encontrar algun argumento que sirva para

convencerse de que, sea cual fuere, la estrategia que uno utilice, fracasara siempre.

SOLUCION: La respuesta es que no se puede. No importa lo que uno haga, no

importa el tiempo que invierta, ni la paciencia que tenga, ni la destreza que
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involucre. No alcanzara nunca. Ahora bien: ¢(por qué? Acompafieme a pensar un
argumento que lo demuestre.

Como quedaron 62 casillas en el tablero, si se fija, al haber sacado las dos de las
puntas de una diagonal, eso significa que o bien hay dos casillas negras menos, o
bien hay dos casillas blancas menos. Luego, si bien el tablero tiene 62 casillas,
ahora ya no estan repartidas de la misma manera como en el tablero original, que
tiene el mismo numero de blancas que de negras: o hay 32 negras y 30 blancas, o
32 blancas y 30 negras. En todo caso, el nimero de blancas y negras ya no es mas
igual. Y ésta es la clave en el argumento que sigue.

Cualquier intento que uno haga con las fichas de dominé, al apoyar una en el
tablero, sea en forma vertical u horizontal, esa ficha siempre cubrir4d una casilla
blanca y otra negra. Luego, si hubiera alguna manera de distribuir las 31 fichas de
domind, éstas cubririan 31 casillas blancas y 31 negras. Y sabemos que eso es
imposible, porque no hay la misma cantidad de negras y blancas.

(Doy por sobreentendido que cuando uno apoya una ficha en el tablero, lo hace de
forma tal que cubre una casilla blanca y otra negra.) Mas allad de la solucion del
problema, lo que pretendo con este ejemplo es invitarlo a reflexionar que, si uno
intenta, por la fuerza bruta, tratar de forzar a mano la distribucion de las fichas, no
sélo tropezara con la dificultad de que no va a poder, sino que intentando con casos
particulares y fallando jno demuestra nada! En cambio, el argumento que utilicé
mas arriba es contundente.

iNo se puede! Y nadie va a poder, porque las 31 fichas de dominé deben cubrir la
misma cantidad de blancas que de negras (31 en cada caso) y el nuevo tablero no
las tiene.

Pensar ayuda, obviamente. Pero si no se le ocurrid, no pasa nada. No es ni mejor ni
peor persona. Ni mas capaz ni menos.

Sélo que todo esto sirve para entrenarnos a pensar. Una pavada, ciertamente...

6. Truelo

Supongamos que uno tiene, en lugar de un duelo entre dos personas, un truelo, que
seria un enfrentamiento entre tres personas armadas. Ganar el truelo significa
eliminar a los otros dos adversarios. Supongamos que las tres personas se llaman
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A, By C.
Se van a ubicar en los vértices de un triangulo equilatero, es decir, que tiene los

tres lados iguales, como muestra la figura.

A

Figura 1

Se sabe que cada vez que tira A, acierta el 33 por ciento (*) de las veces (una de
cada tres). Cada vez que tira B, acierta el 66 por ciento de las veces (dos de cada
tres). En cambio, la punteria de C es infalible. Cada vez que tira, acierta.

El truelo consiste en que cada uno tire una vez, empezando por A (ya que es la
ventaja que le da el resto, teniendo en cuenta que es el peor tirador), luego seguira
B y por dltimo C. El orden establecido se mantiene siempre: A, luego B y después C.
¢Cual es la mejor estrategia para A? Es decir, lo estoy invitando a pensar qué es lo

que mas le convendria hacer al tirador con su primer tiro.

SOLUCION:
Para saber qué le conviene hacer a A con su primer tiro, analicemos las

consecuencias que tendrian, para él, los tres posibles caminos:

1) tirarle a B con la idea de matarlo;

2) tirarle a C con la idea de matarlo;

3) tirar a errar (a cualquiera de los dos). (Quizdas usted no pensdé en esta
posibilidad.)

Claramente, si A tira a matar, le conviene tirarle a C, ya que si le tira a B y acierta,
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quedaran enfrentados Ay C, y le toca tirar a C porque B esta muerto.

El mejor escenario posible corresponde al segundo camino: A mataria a C y
quedarian enfrentados con B, quien ahora debe tirar. (*) En cambio, si A elige la
tercera posibilidad, veamos qué sucede: quedan los tres vivos como al principio, y
ahora el tiro lo tiene B.

¢Qué puede hacer B? No puede darse el lujo de A de tirar a errar, porque sabe que
si no mata a C, en el proximo tiro, C va a tratar de matar a quien tiene mas
posibilidades en la proxima ronda (esto es, tirarle a B). Por lo tanto, B no puede
tirar a errar. Tiene que tirar a matar, y debe intentar matar a C.

Si B mata a C, entonces quedan enfrentados A y B, pero A tiene el primer tiro otra
vez. (**) Si B no mata a C, entonces quedan enfrentados los tres, pero le toca a C,
que, por supuesto, acierta siempre y le tiene que tirar a B porque le conviene
eliminar al que mayor riesgo representa a él.

MORALEJA: B mata a C, y quedan vivos A y C, pero A tiene el primer tiro otra vez.
(***) Luego, como se ve, considerando (*), (**) y (**%*), la mejor estrategia para

A es tirar a errar en el primer tiro®.

7. El juego del “numerito”

Cuando era chico, mi padre me ensefié un juego muy divertido.

Lo jugamos muchisimas veces y consumiamos el tiempo entretenidos, pensando.
Mas tarde, con el correr del tiempo (y el fallecimiento de mi querido viejo), soélo lo
jugué con algunas personas y amigos, pero en quien mas prendié fue en Victor
Hugo (Morales). Con él también lo jugué muchisimo, en nuestros infinitos viajes en
avion y en las largas esperas en hoteles, aeropuertos, durante los campeonatos del
mundo o, incluso, en viajes en auto. El juego consiste en que cada participante elija
cuatro de los diez digitos posibles, sin repetir, y los anota en alguna parte. Como el

orden en que estén escritos importa, no es lo mismo haber elegido

1234

gue

20 En realidad, acertar uno de tres tiros no es exactamente lo mismo que el 33 por ciento, de la misma forma que
acertar dos de tres no es exactamente el 66 por ciento. A los efectos del ejemplo, preferi redondear los nimeros, y
espero que el lector sea generoso con esta aproximacion también
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4132.

Si bien los niumeros son los mismos, la posiciéon en la que aparecen los distingue.

Digamos, para fijar las ideas, que yo elijo

1425

y los anoto. A su vez, el otro jugador, eligié (sin que yo lo sepa, ni que él vea los

mios)

0726.

El objetivo del juego es, naturalmente, descubrir el numero (o el “numerito” como
lo solia llamar mi padre) que tiene el rival.

Empieza alguno de los dos (y se vera después que ser el primero se compensa con
lo que puede hacer el otro) diciendo un posible numero de cuatro cifras que supone
tiene su rival.

Obviamente, si uno acierta con este intento, abandona el juego inmediatamente y
vuela a Las Vegas y Montecarlo. Luego de comprar ambas ciudades, vuelve a su
pais de origen como Rey del Universo. Para eso, tiene que probar que siempre
puede acertar el nUmero que eligi6 el otro, sea el que sea.

Bromas aparte, uno tiene que empezar con algin numero y, por eso, elige
tentativamente.

Digamos que empezé mi rival, y eligié decir:

8472

Como el niumero que yo elegi es el 1 4 2 5, le contesto que tiene uno bien y uno
regular.

¢Colmo se entiende esto? Es que él acertdé con el nUmero 4 pero ademas acerto6 la
posicion del 4, porque lo ubicé en el segundo lugar. Ese es el digito que estéa bien,
aunque no le diga cual es. Yo sélo respondo un “bien”.
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¢Cual es el regular? Al decir el 8 4 7 2 también acert6 con el nimero 2, que yo elegi
entre mis digitos, pero en este caso erré la posicion. Mientras que yo tengo el
numero 2 ubicado en la segunda posicién, mi rival lo ubicé en la cuarta.

Y ahora, me toca a mi. Repito el proceso, intentando acertar con un intento. El
juego continda hasta que uno de los dos llega a descubrir el numerito del otro. Si el
que llega primero es el que empezé primero, entonces el otro participante tiene un
tiro, para completar ambos la misma cantidad de intentos. En cambio, si el que
llega primero es el que empezd6 segundo, el juego termina ahi.

El problema resulta apasionante, y ofrece una multiplicidad de alternativas para
pensar. No es facil, pero tampoco dificil, y sirve de entrenamiento mental. Lo invito
a que lo pruebe.

Mas pedestre, y para evitar algunas cuestiones logisticas menores:

a) si alguien intenta con un ndmero y no acierta con ninguno de los digitos, la
respuesta de la otra persona sera: “Todos mal”. Aunque uno no lo crea en
principio, es muy provechoso empezar asi, aunque mMas no sea porque
elimina de inmediato cuatro de los diez digitos posibles que se pueden elegir.

b) Hay veces en que uno llega a reducir las posibilidades a dos numeros
posibles, digamos 142 5y 14 2 9, por poner un ejemplo. En este caso, con
el pasar del tiempo Victor Hugo me convencié de que si alguien llega a esa
situacion, deberia ganar, salvo que la otra persona en el tiro que le queda

acierte sin tener que optar.

Como usted advierte, las reglas las establece uno. Y en principio la Corte de La
Haya no ha recibido quejas, al menos, hasta la ultima vez que yo chequeé, que fue

en septiembre de 2006.

8. Numeros naturales consecutivos
Ahora que se ha puesto de moda hablar sobre la Teoria de Juegos?', vale la pena
plantear alguno de los problemas mas caracteristicos y atractivos que hay.

El que sigue, justamente, es un desafio precioso y sutil. Es ademéas muy interesante

2! | os ganadores del Premio Nébel de Economia 2005, el israeli Robert J.
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para pensar??. Aumann y el norteamericano Thomas C. Shelling, lo consiguieron
gracias a sus aportes a la Teoria de Juegos. La propia Academia Sueca, encargada
de decidir a quiénes condecora, sefal6: “¢Por qué algunos grupos de individuos,
organizaciones o0 paises tienen éxito en promover cooperaciones y otros sufren y
entran en conflicto? "Tanto Aumann como Schelling han usado en sus trabajos la
Teoria de Juegos para explicar conflictos econdmicos como la batalla de precios y
situaciones conflictivas que llevan, a algunos de ellos, a la guerra”. Schelling dijo
que no conocia personalmente al co-ganador, pero que mientras “él se dedica a
producir avances en la Teoria de Juegos, yo soy quien aprovecha de lo que él hace
para aplicarlo en mi trabajo. Es decir: él produce, yo uso lo que él hace”.
Supongamos que hay dos personas que van a jugar al siguiente juego. A cada una
se le coloca en la frente un nimero natural (ya sabemos que se llaman naturales los
nuameros 1, 2, 3, 4, 5...). Sin embargo, la particularidad es que los numeros van a
ser consecutivos. Por ejemplo, el 14 y el 15, o el 173 y el 174, o el 399 y 400.
Obviamente, no les dicen qué numero tiene cada uno, pero ellos, a su vez, pueden
ver el numero del otro. Gana el juego quien es capaz de acertar qué numero tiene
escrito en la frente, aunque dando una explicacién de por qué dice lo que dice.

Se supone que ambos jugadores razonan perfectamente y sin errores, y esto es un
dato no menor: saber que los dos tienen la misma capacidad de razonamiento y que
no cometen errores es crucial para el juego (aungque no lo parezca). La pregunta es:
¢serd posible que alguno de los competidores pueda ganar el juego? Es decir,
¢podra en algun momento uno de ellos decir “yo sé que mi niumero es n”? Por
ejemplo: si usted jugara contra otra persona, y viera que en la frente de su rival
hay pintado un numero 1, su reaccidon deberia ser inmediata. Ya gand, porque
podria decir: “Tengo el 2”. Con certeza usted podria afirmar que su nimero es el 2
porgue, como no hay nimeros mas chicos que 1 y ése es justo el que tiene el otro
competidor, usted inexorablemente tiene el 2. Este seria el ejemplo mas sencillo.
Ahora, planteemos uno un poco mas complicado.

Supongamos que la otra persona tiene pintado el 2. Si nos dejamos llevar por las

22 Este problema me lo conté Ariel Arbiser, un entusiasta de todo lo que tenga que ver con la Teoria de Juegos y la
Légica. Ariel me comenté que este problema se lo escuché relatar en un curso de posgrado (“Razonando acerca del
conoci miento™) al profesor de origen indio Rohit Parikh, quien trabaja en la City University de Nueva York. Parikh
utiliz6 este ejemplo (entre otros) para ilustrar problemas autorreferentes del conocimiento, recurriendo incluso a
légicas no clasicas.
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reglas, en principio, no se podria decir nada con certeza, ya que podriamos tener o
bien el 1 o bien el 3.

Supongamos que usted ve que la otra persona tiene pintado el 2. Si se dejara llevar
por las reglas que le fueron explicadas, en principio no podria decir nada con
certeza. Porque, en principio, podria tener el 1 o el 3. Sin embargo, aqui interviene
otro argumento: si su rival, que es tan perfecto como usted, que razona tan rapido
como usted, que puede elaborar ideas exactamente igual que usted, no dijo nada
hasta ahi, es porque no esta viendo que usted tiene el 1. Si no, ya hubiera gritado
que tiene el 2. Pero como no dijo nada, eso significa que usted no tiene el 1. Por lo
tanto, aprovechando que él no dice nada, es usted el que habla y arriesga: yo tengo
el 3. Y cuando le pregunten: “;Y como lo sabe, si esta viendo que él tiene el 2?
¢Qué otros argumentos us6?”, usted contestara: “Mire, yo vi que él tenia el 2, pero
como no dijo nada, eso significa que yo no tenia el 1, porque, si no, él hubiera
sabido inmediatamente qué numero tenia”. Y punto.

Es decir, en la Teoria de Juegos no importa so6lo lo que hace usted, o lo que ve
usted, sino que también importa (y mucho) lo que hace el otro. Aprovechando lo
que hace el otro (en este caso, lo que no hizo, que es también una manera de
hacer), es que usted pudo concluir qué niumero tenia.

Hagamos un paso mas. Si usted viera que el otro tiene un 3 en la frente, entonces,
eso significaria que usted, o bien tiene el 2 o el 4. Pero si tuviera el 2, y su
contrincante estd viendo que lo tiene pero usted no habla, no dice nada rapido,
entonces, le estard indicando que él no tiene el 1. Su rival diria: “Yo tengo el 3”. Y
ahi esta el punto. Como su rival no dijo nada, eso significa que usted no tiene el 2,
sino que tiene el 4. Y usted se apura y grita: “Yo tengo el 4”. Y gana.

Con esta misma idea, uno podria avanzar aln mas y usar nimeros cada vez mas
grandes. ¢{Podra ganar alguno entonces? La pregunta queda abierta.

Este tipo de argumentos (llamados inductivos) requieren de razonamientos
hilvanados, finos y sutiles, pero todos comprensibles si uno no se pierde en la
marafa de las letras. Le propongo, por lo tanto, que se entretenga un rato
pensandolo solo.

Aunque no parezca, todo esto también es hacer matemaética.

La discusion queda centrada en cuan rapido razonan los jugadores y cuanto tiempo
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deberia esperar para gritar su numero o hacer una declaracién que se base en lo
que el otro no dijo o no declaré.

Uno podria suponer que lo que quedd aqui descrito es una paradoja, porque aparece
como posible que sélo sabiendo el nUmero del otro y con la regla de que ambos
participantes tienen nimeros consecutivos, uno puede deducir el nimero propio.

Lo interesante es que los datos con los que se cuenta son mas de los que uno
advierte en principio. Los silencios del otro, o el tiempo que tarda en no decir lo que
deberia al ver el niumero que usted tiene, le estaran dando una informacion
adicional. En algun sentido, es singular también cémo el conocimiento va cambiando
con el paso del tiempo. En la vida real, uno deberia aplicar también este tipo de
razonamientos, que se basan no sélo en lo que uno percibe, sino también en lo que

hace (o no hace) el otro.

9. Problema de los siete puentes de Kdnigsberg

La matematica tiene mala prensa. Eso es obvio. Yo quiero empezar una campafna
para modificar la percepcién que hay de ella. Me gustaria que le diéramos una
segunda oportunidad, una segunda chance.

Hoy por hoy, los chicos ya vienen “elegidos” de antemano: la matemaéatica es
aburrida, pesada, dificil... O en todo caso, es asi s6lo si la seguimos ensefiando
como hasta ahora. Esta claro que los docentes hemos fracasado en nuestro intento
de comunicarla, de transmitirla. El propésito de este libro es tratar de revertir la
imagen y de mostrar angulos distintos, otras “formas” de hacer matematica que no
sean las clasicas del colegio.

Seria interesante aproximarse a ella tratando de no dar respuestas a preguntas que
uno no se hizo, sino al revés: mostrar problemas, disfrutar de pensarlos y aun de la
frustracion de no poder resolverlos, abordarlos de modo diferente, y que sean, en
todo caso, disparadores de preguntas, de nuevas conjeturas, de nuevos desafios,
hasta poder descubrir el lugar donde esta escondida tanta belleza.

Quiero presentarle un problema, ingenuo si se quiere. El enunciado es muy sencillo
y uno puede sentarse inmediatamente a pensarlo. Eso si: aguantese un rato el
fastidio si no le sale.

Pero dediquele un tiempo razonable, digamos, unos veinte minutos.
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Si le da para mas, métale para adelante. Si no, puede pasar inmediatamente a la
respuesta, aunque sera una lastima, porque se va a perder el placer de pensar, de
dudar, de frustrarse, de enojarse, de intentar de nuevo... En definitiva, se privara de
gozar.

Es su decision. La solucion esta méas abajo, y también aparece una conclusion sobre
lo que es hacer matemaética.

Todo transcurre a mediados del siglo XVIII, en Koénigsberg, una ciudad prusiana
(devenida luego en Kaliningrado, hoy Rusia) que es atravesada por un rio, el Pregel.
Ademas, en medio del rio hay dos islas. Los pobladores construyeron siete puentes
para cruzar de una orilla a la otra, pasando por alguna de las islas. La distribuciéon
es la que se ve en el grafico 1. Hay cuatro sectores de tierra A, B, C y D, y siete

puentes, numerados del 1 al 7.

La pregunta es la siguiente: empezando en cualquier parte de la geografia, ¢es
posible recorrer los siete puentes sin pasar dos veces por el mismo? Es decir, si uno
se para en cualquier lugar (incluso en cualquiera de las dos islas) e intenta cruzar
los siete puentes sin repetirlos, ¢se puede? Por supuesto, la tentacion mia es
escribir la respuesta aqui mismo, y la tentacién del lector es leer la respuesta sin
pensar mas que un minuto. ¢Y si lo intenta solo/a? Quiza se entretenga y valore el

desafio, aunque en principio (o “en final”) no le salga. Es s6lo una sugerencia...

SOLUCION: El problema no tiene solucién. Es decir, no sé cuanto tiempo le dedic6
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usted, pero en lo que sigue voy a tratar de explicar por qué no hay manera de
recorrer los siete puentes sin repetir ninguno.

Pero antes, voy a contar una breve historia. Mire el grafico 2:

Grafico 2

¢Puede relacionarlo con el problema anterior? Es verdad que ahora ya no hay mas
islas, ni puentes. Hay sdélo puntos o vértices que hacen el papel de la tierra firme en
el gréafico original, y los arcos que los unen son los que antes hacian el papel de
puentes.

Como se ve, el problema no cambié. El grafico si, pero en esencia todo sigue igual.
¢Cual seria la nueva formulacién del problema? Uno podria intentarlo asi: “Dada la
configuracién del grafico 2, ¢se puede empezar en cualquier punto o vértice y
recorrerlo sin levantar el lapiz ni pasar dos veces por el mismo arco?”.

Si lo piensa un instante, se dara cuenta de que no hay diferencia conceptual. Una
vez aceptado esto, pensemos juntos por qué no se puede.

Contemos el numero de arcos que salen (o entran) de cada vértice.

Al vértice A llegan (o salen) tres arcos.
Al vértice B llegan (o salen) cinco arcos.
Al vértice C llegan (o salen) tres arcos.

Al vértice D llegan (o salen) tres arcos.
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Es decir, en todos los casos, entran (o salen, pero es lo mismo) un niumero impar de
arcos. Ahora supongamos que alguien ya comenzd el camino en alguna parte, salid
de algun vértice y cay6 en otro que no es ni el inicial ni el final. Si es asi, entonces a
ese vértice llegd por un arco y tendra que salir por otro. Tuvo que haber usado un
arco para llegar, porque sabemos que ése no es el inicial, y sabemos que tiene que
usar un arco para salir, porque ése no es el final.

¢Cudl es la moraleja? Una posible es que si uno cae en algun vértice en el recorrido,
que no es el inicial ni el final, entonces, el nUumero de arcos que salen (0 entran)
tiene que ser par, porque uno necesita llegar por uno y salir por otro. Si eso es
cierto, ¢cuantos vértices puede tener, en principio, un nidmero de arcos que entran
o salen que sea impar? (Piense la respuesta... Si quiere, claro.) La respuesta es que
hay so6lo dos vértices que pueden tener un numero impar de arcos que entran o
salen, y éstos son, eventualmente, el vértice inicial (que es el que uno elige para
empezar el recorrido) y el vértice final (que es el que uno eligi6 como final del
recorrido).

Como sabemos (porque ya hicimos la cuenta mas arriba) que a todos los vértices
llega o sale un numero impar de arcos, entonces, el problema no tiene solucién
porque, de acuerdo con lo que hemos visto, a lo sumo dos de los vértices pueden
tener un namero impar de arcos que llegan. Y en nuestro caso (el de los puentes de
Kdnigsberg), todos tienen un nimero impar.

VARIAS OBSERVACIONES FINALES

a) Proponer un modelo como el que transformé el problema original (el de los
siete puentes) en un gréafico (el 2) es hacer matematica.

b) Este problema fue uno de los primeros que inauguré una rama de la
matematica que se llama teoria de grafos. Y también la topologia. Uno de los
primeros nombres que tuvo la teoria de grafos fue el de geometria de
posicion.

c) Con el ejemplo de los puentes de Kdnigsberg se advierte que no interesan los
tamanos ni las formas, sino las posiciones relativas de los objetos.

d) El problema es ingenuo, pero el andlisis de por qué no se puede requiere
pensar un rato. El primero que lo pensdé y lo resolvio (ya que muchos
fracasaron), fue un suizo, Leonhard Euler (1707-1783), uno de los
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a)

matematicos mas grandes de la historia. A él se le ocurrié la demostracion
del teorema que prueba que no importa qué camino uno recorra, nunca
tendra éxito. Entender que hace falta un teorema que demuestre algo
general, para cualquier grafo (o dibujo), también es hacer matematica. Es
obvio que una vez que uno tropezd con un problema de estas caracteristicas
(véase mas abajo) se pregunta cuando se puede y cuadndo no se puede
encontrar un camino. Euler dio una respuesta.

En la vida cotidiana, tenemos ejemplos de grafos en distintos lugares, pero
un caso tipico son los “modelos” que se usan en todas las grandes ciudades
del mundo para comunicar como estan diseminadas las estaciones de subte y
las lineas asociadas. Alli no importan las distancias sino las posiciones
relativas. Los vértices son las estaciones, y las aristas son los tramos que
unen las estaciones.

Aqui abajo aparecen algunos grafos; decida si se pueden recorrer, 0 no, sin
levantar el lapiz y sin pasar dos veces por el mismo arco. En caso que se
pueda, encuentre un trayecto. Y en caso que no, expliquese a usted mismo la

razon.
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SOLUCIONES:

El dibujo 1 tiene solucidon, porque de todos los vértices sale (o entra) un ndmero
PAR de arcos.

El dibujo 2 tiene solucion, porque hay sélo dos vértices a los cuales llega (o sale) un
numero IMPAR de arcos.

El dibujo 3 no tiene solucidén, porque hay cuatro vértices a los que llega (o sale) un
numero IMPAR de arcos.

El dibujo 4 tiene solucién, porque hay sélo dos vértices a los cuales llega (o sale) un

numero IMPAR de arcos.

10. Polo Norte

Este es un problema muy interesante. Estoy seguro de que mucha gente escuchdé
hablar de él y supone (con razén, por cierto) que puede dar una respuesta
inmediata. Con todo, aun para ese grupo de personas, le pido que siga leyendo
porgue se va a sorprender descubriendo que, ademas de la solucién “clasica”, hay
muchas otras que quizd no se le ocurrieron. Y para quien lea el problema por
primera vez, creo que va a disfrutarlo un rato.

Aqui va.

Para empezar, voy a suponer que la Tierra es una esfera perfecta, lo cual,
obviamente, no es cierto, pero a los efectos de este problema pensaremos que lo
es. La pregunta, entonces, es la siguiente: ¢existe algun punto de la Tierra en el
que uno se pueda parar, caminar un kilémetro hacia el sur, otro kilbmetro hacia el
este y luego un kilbmetro hacia el norte y volver al lugar original? Por las dudas,
como voy a escribir la respuesta en el parrafo que sigue, si nunca lo pensé antes,
éste es el momento de detenerse y hacerlo; no lea aun lo que sigue méas abajo.
Gracias. Vuelva cuando quiera, que hay mas... Para aquellos que si escucharon
hablar de este problema, la solucién les parece inmediata. Basta colocarse en el
Polo Norte, caminar un kildbmetro hacia alguna parte (forzosamente eso es hacia el
sur), luego caminar un kilbmetro hacia el este (lo cual lo hace caminar por un
paralelo al Ecuador) y por ultimo, al caminar hacia el norte otra vez, uno recorre un
trozo de meridiano y termina nuevamente en el Polo Norte, que es donde habia
empezado.
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Hasta aqui, nada nuevo. Lo que si me parece novedoso es que esta respuesta, que
parece Unica, en realidad no lo es. Peor aun: hay infinitas soluciones. ¢(Se anima a
pensar ahora por qué? Como siempre, le sugiero que no avance si no lo penso,
porgue la gracia de todo esto reside en disfrutar uno de tener un problema.

Si la idea se reduce a leer el problema y la solucién en su conjunto, es como ir a ver
una pelicula de suspenso con las luces encendidas, conociendo al asesino, 0
viéndola por segunda vez. {Qué gracia tiene? Antes de las soluciones, me quiero
poner de acuerdo en algunos nombres. Si la Tierra es una esfera perfecta, cada
circulo que uno pueda dibujar sobre ella que pase simultaneamente por el Polo
Norte y el Polo Sur, se llama circulo maximo. Hay, entonces, infinitos circulos
maximos. Pero no son los Unicos. Es decir, hay otros circulos que se pueden dibujar
sobre la superficie de la Tierra, que son maximos, pero que no pasan ni por el Polo
Norte ni por el Polo Sur. Como ejemplo, piense en el Ecuador.

Mejor aun: imagine una pelota de futbol. Uno podria identificar un polo sur y un
polo norte en la pelota, y dibujar alli circulos maximos. Al mismo tiempo, puede
girar la pelota y fabricarse un nuevo polo norte y un nuevo polo sur. Por lo tanto,
puede graficar otros circulos maximos.

También se puede pensar en una pelotita de tenis y en gomitas elasticas. Uno
advierte que tiene muchas maneras de enrollar la gomita alrededor de la pelotita.
Cada vez que la gomita da una vuelta entera a la pelota (o a la Tierra), ese
recorrido es un circulo maximo.

Ahora, la idea es pararse en el Polo Sur. A medida que uno va hacia el norte, los
paralelos (al ecuador) son cada vez de mayor longitud. Obviamente, el ecuador
mismo es el mas largo.

Caminamos hacia el norte hasta llegar a un paralelo que mida un kilbmetro (es decir
que al dar vuelta a la Tierra caminando por encima de ese paralelo se recorra un
kilbmetro). Desde ese paralelo, caminamos un kilbmetro hacia el norte, por un
circulo maximo, y paramos alli: ése es el punto que buscamos. ¢Por qué?
Comprobémoslo.

Si uno empieza alli y recorre un kildbmetro hacia el sur, cae en algin punto del
paralelo que media un kilbmetro al dar toda la vuelta. Por lo tanto, cuando
caminemos un kilbmetro hacia el este, habremos dado una vuelta completa y
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caeremos en el mismo lugar. Luego, desde alli, cuando volvamos a caminar hacia el

norte un kilbmetro, apareceremos en el lugar de partida.

T km de |1|r1|JIIlI(|

Paralelo de 1 km
de longitud

Y eso no es todo. Se pueden encontrar muchos mas, infinitos puntos mas. Le
propongo un camino para que desarrolle usted mismo: piense que en la solucién
que di recién habia que encontrar un paralelo que midiera un kilbmetro de longitud.
Esto permitia que, cuando uno caminaba hacia el este un kilbmetro, terminaba
dando una vuelta entera y quedaba en el mismo lugar.

Bueno, ¢qué pasaria si, saliendo del Polo Sur, en lugar de haber encontrado un
paralelo que midiera un kilbmetro, encontramos un paralelo que mida medio
kilbmetro? La respuesta es que haciendo lo mismo que en el caso anterior, al caer
en ese paralelo y caminar un kilbmetro, uno terminaria dando dos vueltas alrededor
de la Tierra y volveria al punto inicial. Y como usted se imaginara, este proceso
puede seguirse indefinidamente.

MORALEJA: Un problema que parecia tener una sola solucion tiene, en realidad,

infinitas. Y aunque parezca que no, esto también es hacer matematica.

11. Fixture (a la Dubuc)

Lo que sigue es la historia de co6mo un matematico argentino resolvié un problema
ligado con el futbol y la television. No sé si habr& prestado atencion alguna vez a un
fixture de fatbol, la programacion de todos los partidos que se juegan en el afio. Un
fixture estandar consiste en 19 fechas en las que los 20 equipos jueguen todos
contra todos. Ademas, se supone gue semana tras semana alternan su condiciéon de

local y visitante. Confeccionarlo no deberia ser una tarea dificil. Sin embargo, lo
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invito a que lo intente para comprobar el grado de dificultad que presenta.

Este problema esta resuelto (matematicamente) hace ya mucho tiempo (con la
salvedad de que los equipos tengan que repetir una Unica vez su condicién de local
o visitante). Desde que se juega futbol en la Argentina siempre se han podido hacer
los ajustes necesarios para que, por ejemplo, Racing e Independiente no jueguen de
local en la misma fecha, y lo mismo los dos equipos de Rosario, La Plata o Santa Fe.
Pero la television cambié todo. Cuando los partidos se jugaban todos el dia domingo
(si, aunque parezca mentira, antes todos los partidos se jugaban los domingos a la
misma hora, pero eso correspondia a otra generaciéon de argentinos), todo era
relativamente sencillo. Después, la televisacion de partidos obligb a ciertas
restricciones: habia que seleccionar un partido para televisar los viernes, y tenia
que ser un partido que enfrentara a un equipo de los denominados “grandes”
(River, Boca, Racing, Independiente y San Lorenzo), que se jugara en la capital, con
uno de los denominados “chicos” (éstos van variando de acuerdo con el
campeonato, pero creo que se entiende la idea).

Después se agreg6 un partido para televisar los sdbados, con la condicion de que
tenia que ser una transmisién originada en el interior del pais (Cérdoba, Rosario, La
Plata, Santa Fe, Mendoza, Tucuman, etcétera) y debia involucrar a un equipo de los
“grandes” (grupo al que se permitia afiadir a Vélez). Luego se sumé un partido para
televisar los lunes entre dos clubes “chicos”.

Y para complicar mas las cosas, aparecieron los codificados.

Y después, “El clasico del domingo”. Ademas, habia que dejar algun partido
atractivo para que se pudiera ver por primera vez en el programa Futbol de primera
el domingo a la noche.

Si uno intenta hacerlo a mano (y créame que hubo mucha gente que se lo propuso)
son tantos los ajustes que hay que hacerle a un fixture para que cumpla con todas
esas restricciones, que ya se dudaba de que un fixture asi existiera, o que fuera
posible armarlo. {Qué hacer? En ese momento, enero de 1995 (hace ya casi doce
afos), la gente de la empresa Torneos y Competencias (dedicada a la difusion de
deportes en radio, television y medios gréaficos) me derivé el problema para ver si
algn matematico (como yo sostenia) era capaz de presentar un programa de
partidos a la AFA (Asociacion del Fatbol Argentino) que contemplara todas las

148 Preparado por Patricio Barros

Antonio Bravo



Matematicas... ¢estas ahi? Episodio 2 www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

restricciones sefialadas. Me reuni con Carlos Avila, el creador de la empresa, quien
es un gran intuitivo, y finalmente entendié que lo mejor que podiamos hacer era
consultar con alguien que supiera. Bien, pero, ¢;quién sabria?, Mira, le dije, en la
Facultad de Ciencias Exactas de la UBA hay matemaéaticos a quienes les podria
plantear el problema.

Son ellos los candidatos naturales para resolverlo.

-Dale para adelante, me dijo.

Y le di. En realidad, le di el problema al doctor Eduardo Dubuc, profesor titular del
departamento de Mateméticas desde hace afios, y uno de los mas prestigiosos que
tiene el pais. Su vida circulé por distintas ciudades de los Estados Unidos, Francia y
Canada, y hace ya algunos afos reside en la Argentina.

Me formuld las preguntas légicas para alguien que sigue el futbol sélo como
aficionado. Cerr6 la carpeta que contenia los datos, se sacO los anteojos que usa
siempre, mi mird en silencio durante un rato y me pregunté:

-Vos estas seguro de que este problema tiene solucién?, No sé, pero seguro que Si
la tiene, vos sos la persona para encontrarla.

Unos dias mas tarde, me entregd6 un fixture junto con algunos comentarios escritos.
Recuerdo uno en particular: “El problema estéa resuelto de la mejor manera posible”.
Yo estaba entusiasmado, pero le dije:

-Eduardo, ¢qué significa “la mejor manera posible”? Necesitamos que sea la mejor y
no la mejor posible.

-Como ya vimos el dia que me trajiste el problema, es imposible que en todas las
fechas haya un partido entre dos clubes chicos, ya que hay sbélo seis (en ese
momento eran Deportivo Espafol, Argentinos Juniors, Ferro, Platense, Lanuds y
Banfield).

En todo el campeonato, jugaran entre ellos 15 partidos. Aun, que logremos hacerlos
jugar a todos en fechas diferentes, igualmente habra cuatro semanas en las que va
a faltar un partido para los dias lunes.

Una obviedad. Sin embargo eso ponia en peligro todo. Si ya habia una dificultad
irresoluble, ¢(qué quedaria para el resto? ¢Es que no habria manera de poder
ordenar todo el caos que habia siempre con el programa de los partidos? Sonaba a
fracaso. Sin embargo, Eduardo me insisti6.
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-Fijate bien en el fixture que te entrego y lee mis apuntes.

Y los lei. Digo, lei sus apuntes. Aqui van.

Toma un fixture estandar (¢no deberia decir standard?) cualquiera.

Si intercambio dos equipos (por ejemplo, Boca juega en lugar de Ferro, y Ferro en
lugar de Boca), se obtiene otro fixture (que sigue siendo estandar)®. Asi se
obtienen distintos  fixtures y puede verse** que hay en total
2.432.902.008.176.640.000 fixtures estandar distintos.

Es decir, un numero que llega casi a los dos trillones y medio, y que se obtiene
multiplicando los primeros veinte numeros naturales (o, lo que es lo mismo,

calculando el factorial de 20, que se escribe 20!).

20x19x18x17x..x5x4x3x2x1

Claro, si hubiera s6lo 6 equipos, habria 720 posibles fixtures, y ese numero se

obtendria multiplicando los primeros seis niumeros:

6X5Xx4x3x2x1=720

Es posible que, en algunos casos, el intercambio de dos equipos permita generar un
nuevo fixture equivalente al que le dio origen. Es decir, si el original cumplia con
ciertas restricciones, el nuevo también lo hara. Y si el primero no cumplia algunas,
el derivado tampoco lo hara. Por ejemplo, los equipos “grandes” que formaban una
pareja (porgue no podian jugar de local el mismo dia, como era el caso de River y
Boca, o Newell’s y Central) podian intercambiarse entre si y el resultado no variaria.
Lo mismo valia para los equipos “chicos”, o los que formaban “pareja” en el interior
(como Colén y Unién o, en ese momento, Talleres e Instituto en Cérdoba).

Una vez hechas estas observaciones, el nimero total de fixtures diferentes es de

2% como dijimos, un fixture estandar consiste en 19 fechas en las que los 20 equipos jueguen todos contra todos y
que lo hagan alternadamente de visitante y de local. El intercambio entre Boca y Ferro, por ejemplo, no altera esto.
Ningln intercambio de ningln equipo por otro lo puede hacer. Eso si: puede maodificar, eventualmente, las otras
condiciones, pero no deja de ser estandar.
2% ya hemos mencionado que el nimero factorial de 20 (y se escribe 20!), o en general el factorial de un nimero
natural n (se escribe n!), sirve para contar todas las permutaciones de 20 (o de n) elementos.
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1.055.947.052.160.000

que son casi 1.056 billones de fixtures. jUna barbaridad! Surgia inmediatamente
una pregunta: ¢quién los revisaria para saber cual o cuales eran los que servian? Y
un tema clave, muy importante: ;cuanto tiempo tardaria en examinarlos todos? A
razén de investigar 5.000 fixtures por segundo (si, dice 5.000 fixtures por segundo,
que es lo que se podia hacer en ese momento con un programa adecuado en las
computadoras PC mas veloces), llevaria casi 10.000 afios hacerlo.

Habia que intentar otra cosa. Probar a mano uno por uno no resultaria. Y Dubuc ya
lo sabia. Pero se le ocurrié una idea que serviria para dar un salto cualitativo muy
importante y, eventualmente, llegar a la solucion.

Hay un método matematico que se conoce con el nombre de “recocido simulado”, y
Dubuc decidié probar con él. Para ello, primero hay que empezar por calificar los
fixtures. ¢(Qué quiere decir esto? Elijan un fixture estandar cualquiera. Lo mas
probable es que no cumpla la mayoria de los requisitos que se necesitan.

Entonces, a Eduardo se le ocurrié que le iba a poner una multa por cada restriccion
que no cumpliera. Por ejemplo, si en el fixture que habia elegido, en la primera
fecha no habia partido para los viernes, le ponia tres puntos de multa. Si le faltaba
partido desde el interior, dos puntos de penalidad. Y asi sigui6 hasta agotar la
primera fecha. Pas6é entonces a la segunda, y esencialmente las recorri6 todas
acumulando las multas que sufrian en el camino. Al finalizar el proceso, ese fixture
tenia adosada una cantidad de puntos en contra, es decir, una multa®. En
definitiva, cuanto mayor fuera la multa de un fixture, peor era. Como se advierte, el
objetivo de Eduardo era encontrar el o los fixtures que tuvieran multa cero. Es
decir, aquellos programas de partidos que no infringieran ninguna de las normas
pedidas.

¢Existirian? ¢Tendria solucion el problema? El proceso de revisar todas las
alternativas estaba (y estd) fuera de las posibilidades, ya que involucraria mas de
diez mil afos, sin embargo, la diferencia ahora era que el problema estaba

cuantificado. Es decir, se contaba con una funcién multa, y eso es lo que posibilita

25 En el lenguaje matematico, Eduardo definié la funcién multa, que tiene como dominio todos los posibles fixtures y
como co-dominio todos los nimeros enteros positivos y el cero. Lo que trataba de hacer era encontrar minimos
absolutos de esta funcion.
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un tratamiento matematico para minimizar esa funcion.

Aqui es donde interviene el recocido simulado. Una aclaracibn muy importante:
seguro gue quienes concibieron, usan o usaron el recocido simulado no tuvieron in
mente resolver un problema de estas caracteristicas. Pero ahi también reside la
capacidad de un matemaético para saber que hay una herramienta que, en principio,
no parece haber sido construida para esta ocasion en particular y, sin embargo, con
una adaptacion no solo se transformd en util, sino que permiti6é encontrar la
solucion.

A grandes rasgos, el sistema funciona asi. Imagine que todos los fixtures posibles
(los mas de 1.000 billones) estan escritos, cada uno en una hoja de papel, y
metidos dentro de una pieza.

Uno entra a la pieza repleta de fixtures con un pinche en la mano, como si se
tratara de recoger las hojas en una plaza. Mas aun: en cada hoja que hay dentro de
la pieza, no sé6lo hay un fixture escrito, sino que ademas esta agregada la multa que
le corresponde, que, como vimos, depende del grado de incumplimiento de las
restricciones pedidas.

Entonces, uno procede asi. Ni bien entra, pincha un fixture cualquiera y se fija en la
multa que tiene asignada. Por supuesto, si uno tuviera la suerte de que ni bien
empieza encuentra un fixture con multa cero, detiene el proceso inmediatamente,
sale rapido de la pieza y se va a comprar un billete de loteria, a jugar al casino y
apostar todo lo que tenga.

Cuando uno pincha el fixture y se fija en la multa que tiene asignada, decide
caminar en alguna direccién. Cualquier direccion.

Pincha alguno de los vecinos (fixtures), y si la multa aumentd, entonces, no avanza
en esa direccion. Si en cambio, al pinchar un vecino, la multa disminuye, entonces
se encamina por ese lugar, seleccionando los que va encontrando en ese trayecto
en la medida que siempre vaya disminuyendo la multa.

Si en algun momento llega a un lugar donde, independientemente del camino que
elija, la multa aumenta siempre, entonces habra llegado a un minimo local, o a una
especie de crater.

Imaginese caminando por un camino montafioso, en el que la multa indicara la
altura a la que se encuentra. De pronto, llegard a un lugar donde no importa para
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qué lado elija avanzar, para todas partes se sube, pero se esta todavia lejos del
nivel del mar. ;Qué hacer? Hay que permitirse trepar para luego poder llegar mas
abajo por otro camino. Esa es clave en el proceso.

El método del recocido simulado indica los movimientos que hacen subir (es decir,
cambian el fixture por otro con una multa mayor) para salir de los minimos locales,
los créateres, y eventualmente volver a descender, esta vez mas abajo. Termina
conduciendo a un lugar al nivel del mar, es decir, con multa cero.

No es posible que incluya aqui las precisiones sobre el método del recocido simulado
en si mismo, pero, en todo caso, vale la pena decir que involucra movimientos al
azar, la teoria de probabilidades y se inspira en un analisis probabilistico de lo que
sucede cuando se enfria lentamente el vidrio en la fabricacion de botellas (de ahi el
nombre recocido), y es simulado, porgue se usa una simulacién por medio de una
computadora.

En nuestro caso, eligiendo al azar débnde empezar (es decir, al entrar en la pieza se
elige un fixture estandar cualquiera para comenzar), después de revisar entre
500.000 y un millbn de fixtures en alrededor de 20 minutos en una PC 384 de
aquella época, el programa que disefié Eduardo encontraba un fixture que resolvia
el problema. Aunque, como ya se sabia de antemano, la multa no podia ser cero
(porque sabiamos que cualquier fixture tenia por lo menos cuatro fechas sin un
partido entre dos equipos chicos).

Lo que el programa encontré fue un fixture con la minima multa posible, es decir,
con 15 fechas con un partido entre dos equipos chicos, que, ademas, satisfacia
todos los otros requerimientos.

Lo curioso en este caso es que el programa que construyé Dubuc encontraba
siempre el mismo fixture (salvo las equivalencias mencionadas al principio),
independientemente de con cual comenzaba el recorrido al entrar en la pieza.

Esto le permitié conjeturar que el que habia encontrado era el Unico. O sea, habia
un solo fixture que resolvia el problema, y el método lo encontraba®®. La Asociacion
de Futbol Argentino (AFA) implementé su uso a partir del campeonato Apertura de

1995 (que fue el torneo en el que Maradona produjo su retorno a Boca después de

26 Fijese que la fraccion de fixtures analizados sobre el total es, como méaximo, de un millén dividido por 20! O sea,
1.000.000/(2.432.902.008.176.640.000), aproximadamente 0,000000000001; es decir, sélo el 0,0000000001 por
ciento del total.
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jugar en Europa). La utilizacion de matematica de alta complejidad permitié resolver
un problema que hasta ese momento tenia enloquecidos a todos. Y a mano, hubiera

llevado jdiez mil afios!?’

APENDICE

Para aquellos interesados en conocer con mas detalle el problema planteado,
ofrezco algunos datos que se tuvieron en cuenta en ese momento. Los datos
corresponden a los equipos que habia en ese campeonato, pero claramente son

adaptables a cualquier situacion.

20 equipos del campeonato

AFA 5 equipos grandes

2 equipos grandes ampliados (Vélez y Huracan)
6 equipos chicos

7 equipos del interior

El torneo se juega en dos ruedas, que actualmente estan divididas en dos torneos
distintos: Apertura y Clausura. Los equipos juegan alternadamente de local y de
visitante, salvo una sola vez, que repiten la condiciéon. La condicion siempre se
invierte en una rueda respecto de la otra. Ambas ruedas satisfacen las mismas
restricciones.
RESTRICCIONES SATISFECHAS
1. Estas fueron las parejas (equipos que nunca podian ser locales o visitantes
simultaneamente en la misma fecha): (River-Boca) (Racing-Independiente)

(Newell’'s OIld Boys, Rosario Central) (Talleres-Belgrano) (San Lorenzo-

27 26 El método del recocido simulado es increiblemente poderoso, y se utiliza en problemas mucho méas complejos.
Por ejemplo, cuando uno quiere minimizar multas en ciertos estados que aparecen en el céalculo de resistencia de
materiales, en particular en la construccion de estructuras como submarinos, puentes y otras por el estilo. El
tamafio de los problemas involucrados es frecuentemente un nimero de entre mil y diez mil digitos. Piensen que el
caso de todos los fixtures posibles era de sélo dieciséis.
Sabiendo que el nimero total de afios desde el comienzo del universo es de unos 15.000 millones, o sea
473.040.000.000.000.000 segundos, si hubiésemos comenzado a examinar estados a partir del big bang con una
supercomputadora, a razén de, supongamos, un millbn por segundo, para hoy se habrian examinado unos
473.040.000.000 estados, un nimero de so6lo 12 digitos, una infima parte de los estados posibles. De tener que
examinarlos todos, se tardarian tantas vidas del universo como un numero de 80 digitos. Sin embargo, con el
recocido simulado se encuentran en la préactica estados con multas cercanas a lo minimo posible. El doctor Eduardo
Dubuc no tuvo nunca el reconocimiento por lo que hizo. Ni tampoco lo buscé. Sélo que, sin su aporte, hasta hoy
estarian pujando por encontrar “a mano” en forma infructuosa una solucién que, en términos ideales, no existe.
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Huracan) (Vélez-Ferro).

2. A River y Boca (que formaban pareja) no se los podia codificar en la misma
fecha.

3. Partidos codificados. En todas las fechas habia un partido que se jugaba los
dias viernes (un equipo “grande” contra un no grande). Ademas, el equipo
grande no podia jugar ese partido contra uno del interior en el interior. Por
otro lado, debia contemplar que se jugara un partido los dias sabados, que
debia enfrentar a un equipo grande ampliado (o sea, con el agregado de
Vélez y Huracéan) con un equipo del interior.

4. Huracan y Vélez podian ser codificados desde el interior (0 sea, jugando de
visitante) un maximo posible de siete veces cada uno.

5. En todas las fechas habia un partido de un chico contra un chico. Con todo,
como la cantidad de equipos chicos no era suficiente para alcanzar el nimero
de partidos que debian jugarse, habia que aceptar seis fechas malas (en cada

rueda) en las que no habria programado ninguno de esos partidos.

Hasta aqui el fixture que entreg6 el programa ideado por Eduardo Dubuc. Conviene
notar que la condicion 5, satisfecha en forma ideal, tendria s6lo cuatro fechas
“malas” por rueda.

Sin embargo, resulta incompatible con la condiciéon 3.

ALGUNAS CIFRAS Y COMENTARIOS

El nimero total de fixtures posibles es de N = 20! (factorial de 20). Sin embargo,
hay fixtures distintos que en la practica resultan equivalentes. Por ejemplo, los
equipos de una pareja grande pueden intercambiarse entre si. Lo mismo vale para
las parejas de equipos chicos y las parejas que involucren a equipos del interior.
Habia cinco parejas en esas condiciones. Ademas, las dos parejas del interior
pueden intercambiarse entre si, pero los dos equipos grandes no. Esto sucede
porque, por ejemplo, River y Boca deben satisfacer adicionalmente la restriccion 2.
Ademadas hay tres equipos chicos “sueltos” que pueden intercambiarse entre si, y lo
mismo pasa con tres equipos del interior.

Esto significa que para calcular el nUmero total de fixtures realmente diferentes hay
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que dividir N = 20! por K, donde:

K=(2x2Xx2Xx2Xx2x2x6x6)=2.304

Se tiene, entonces:

N/K = 20! / 2.304 = 1.055.947.052.160.000

que son casi 1.056 billones, o sea, millones de millones de fixtures realmente
diferentes.

Eduardo me escribié en sus notas: “Se tiene suficiente evidencia de que existe un
unico fixture entre todos ellos que satisface las restricciones 1, 2, 3 4 y 5. Ese
fixture es el que, justamente, encuentra el programa”.

Y siguid: “El programa logra encontrar ese uUnico fixture examinando sélo entre
500.000 y un millén de fixtures en promedio, lo que le lleva unos 20 minutos, mas o
menos. Comenzando por un fixture elegido al azar, siempre termina por encontrar
el mismo.

”Con todo, si uno pudiera permitir un pequefio relajamiento en las restricciones (por
ejemplo, que haya una o dos fechas en una rueda que tengan un solo partido
codificado), eso simplificaria enormemente el problema, ya que entonces hay
muchisimos fixtures que cumplen todo lo que necesitamos. Si ello se permite, el
programa encuentra un fixture asi luego de examinar soélo (en promedio) unos
10.000 fixtures (diez mil), lo que hace en unos 20 segundos”. Piensen, ademas, que

esto fue escrito hace casi doce anos...

12. Palindromos

Si le dijera que usted sabe lo que es un palindromo, seguramente me diria: “¢Un
qué?”, y yo volveria a decirle: “Un palindromo”.

O, si prefiere, un “ndmero palindrémico”. Nada. Su cara lo dice todo. Y eso que no
estoy ahi para verla.

Lo puedo ayudar asi: quiza si lo sabe, pero lo conoce con otro nombre. Nada...

Aqui van algunos ejemplos y usted, después de verlos, me dirad: “Ahhhhhhhh... se
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referia a los...”
121
1234321
648846
555555
79997
89098

¢Hace falta que ponga mas? Creo que no. Ya habrad advertido que estos son los
ndameros que llamamos, también, capicuas.

En lenguaje comun, el de todos los dias, los palindromos son los capicuas.

Segun el diccionario de la Real Academia Espafriola, capicda quiere decir nUmero que
es igual leido de izquierda a derecha que de derecha a izquierda. Este vocablo viene
de una expresion catalana cap i cua, que significa cabeza y cola®®.

Por otro lado, palindromo viene del griego palindromos, palabra formada de palin
(de nuevo) y dromos (pista de carrera).O sea, carrera en circulo.

Aqui van algunas curiosidades respecto de los capicuas o palindromos. Algunas
cosas se saben y son faciles de comprobar.

Otras, no s6lo no se saben sino que, si tiene ganas de intentarlo, llegar a su
soluciéon permitiria resolver algunos problemas que hace mucho que estan abiertos
en el mundo de la matematica.

Si uno empieza con los digitos, desde el O en adelante: O, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8,9
son todos capicuas, porque leyéndolos desde la izquierda o desde la derecha, dan lo
mismo. O sea, hay diez capicuas de un solo digito.

¢Cuéntos capicuas hay de dos digitos? La respuesta es 9: 11, 22, 33, 44, 55, 66,
77, 88 y 99 Si ahora pasamos a numeros de tres digitos, resulta claro que no sera

muy practico hacer una lista de todos los que hay. Podriamos empezar con:

101, 111, 121, 131, 141,...,, 959, 969, 979, 989 y 999

Son en total 90. Y como se empieza a ver, tendriamos que buscar una forma de

28 Esto me lo contdé mi amigo Alberto Kornblihtt (biélogo molecular de la Facultad de Ciencias Exactas de la UBA).
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contarlos que no involucre tener que realizar una lista de todos. ¢(Se anima a
contarlos sin escribirlos todos? Tomemos un numero de tres digitos. Obviamente,
no puede empezar con el nimero O porque, si no, no tendria tres digitos.

Un ndmero capicla de tres digitos puede empezar con cualquier numero, salvo 0.
Luego, hay 9 posibilidades.

¢Cuantas posibilidades hay para el segundo digito? En este caso no hay
restricciones. El segundo puede ser cualquiera de los diez digitos posibles: 0, 1, 2,

3,4,5,6, 7,8y 9. Dos preguntas importantes aca:

a) ¢(Se entiende que como se puede empezar con nueve digitos y el segundo
numero tiene diez posibilidades, entonces hay 90 posibles comienzos? Es
fundamental entender esto porque no hay problemas si no se entiende bien,
Yy no tiene sentido avanzar sin volver a pensarlo. Lo digo de otra forma:
¢cudles son los posibles dos primeros digitos de este niumero que al final va a
tener tres digitos? Los niumeros con los que puede empezar son: 10, 11, 12,
13, 14,..., 97, 98 y 99. Es decir, empezando con 1 hay 10, empezando con 2
hay otros 10, empezando con 3 hay 10... hasta que, empezando con 9, hay
10 también. En total, entonces, hay 90 formas de empezar.

b) Si el numero que estamos buscando tiene tres digitos, y tiene que ser un
palindromo, una vez conocidos los primeros dos, ¢puede cambiar el tercero?
Es decir, jconocer los dos primeros obliga al tercero a ser algo que ya

sabemos!

Esto también es muy importante, porque quiere decir que el primer digito
condiciona al tercero, que tiene que ser igual al primero.

Luego, los 90 que habiamos contado son todos los que hay.

iY no necesitamos escribirlos todos! Alcanz6é con imaginar una forma de contarlos
sin tener que hacer una lista con todos ellos.

Con esta idea, uno ahora puede preguntarse: ¢cuantos palindromos de cuatro
digitos hay? Si uno piensa un poco, se da cuenta que, como ahora uno tiene un
numero de cuatro digitos pero palindrémico, entonces, los dos primeros determinan

a los dos ultimos.
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Es mas, si el nUmero empieza con

ab

Entonces, los dos que siguen tienen que ser

ba

El numero final va a ser entonces: abba. Y como recién vimos que para los dos
primeros lugares hay 90 posibilidades, con niameros de cuatro digitos no cambia
nada. Curiosamente, hay también 90 capicuas de cuatro digitos.

Lo dejo para que compruebe usted solo/a estos datos:

a) Hay 199 palindromos menores que 10.000.

b) Hay 1.099 capicuas menores que 100.000.

c) Hay 1.999 capicluas menores que 1.000.000.

d) Hay 10.999 palindromos menores que 10.000.000.

Y si tiene ganas, siga usted con el resto. La idea es la misma.

Ahora, algo que no se sabe. Se conjetura, aunque no se ha demostrado todavia,
que hay infinitos nUmeros primos que son capicuas. Si se sabe que, salvo el nimero
11 (que es un palindromo y primo a la vez), para que un capicua sea primo debe
tener un numero impar de digitos. Esto se demuestra comprobando que cualquier
ndmero capicla con un numero par de digitos es siempre multiplo de 11. Haga
usted la cuenta para convencerse.

En el afan de buscar palindromos, uno puede tomar un numero cualquiera de dos

digitos o mas, digamos:

9253

Si lo escribimos al revés, como si lo estuviera mirando en un espejo, da
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3529

Sumamos los dos nimeros:

(9253 + 3529) = 12782.

A este resultado lo damos vuelta y sumamos ambos nimeros:

(12782 + 28721) = 41503.

Y una vez mas, lo mismo:

(41503 + 30514) = 72017.

Ahora, un paso mas:

(72017 + 71027) = 143044;

hasta que, por ultimo:

(143044 + 440341) = 583385.

iQue es capicua! Pruebe usted empezando con un ndmero cualquiera y vea qué
pasa. Si lo intenta con un numero cualquiera, descubrird que en un numero finito de
pasos, si sigue con el mismo procedimiento de arriba, se deberia llegar a un
palindromo.

La pregunta natural es la siguiente: ¢es verdad que siempre sucede?
Lamentablemente, la respuesta parece que va a ser no.

A pesar de que seguramente intentd con varios numeros y con todos le dio, y por lo
tanto uno tendria ganas de decir que lo que afirmé recién esta equivocado,

permitame sugerir algunos niumeros para empezar. (Hagalo, se va a divertir.)
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196
887
1675
7436
13783
52514

En realidad, entre los primeros cien mil nimeros, solamente empezando con 5996
de ellos (es decir, menos del 6 por ciento) no se llegd a palindromos. Sin embargo,
no hay una demostracion formal de que empezando con esos nimeros no se llegue.
Sobre este fendmeno curioso de sumas e inversiones, Si uno comienza con un
ndmero de dos digitos cuya suma dé 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 y 18, entonces,
aplicando el procedimiento explicado, se llega a un palindromo en 2, 1, 2, 2, 3, 4, 6
y 6 pasos, respectivamente. Por ejemplo, empezando con el 87, cuyos digitos

suman 15 (8 + 7 = 15), hacen falta 4 pasos para llegar al palindromo:

Si uno empieza con dos digitos cuya suma sea 17 (sélo el 89 y 98 sirven), se

requieren 24 pasos para llegar, y el palindromo al que se llega es:

8813200023188

Como ultimo dato, el numero mas grande entre los primos que es capicla jtiene
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mas de treinta mil digitos!®°

Si hablamos de afos, ¢cuales son los primos capiclas?
2002 fue capicla, pero no es primo. El dltimo afio que fue un ndmero primo y
también capicua fue el 929, hace ya mas de mil afios.

¢Cuando habra un primo capicia que indique el afio? Obviamente, no en este
milenio, porque como este milenio empieza con el niumero 2, todos los capicuas
terminan en 2 y, por lo tanto, seran todos numeros pares, que no pueden ser
primos. Ademas, como escribi mas arriba, si los capicias pretenden ser numeros
primos, deben tener un nimero impar de digitos. Luego, para encontrar el préximo
aflo que sea un numero capicua y también primo, habrd que buscar después de
10.000. Yo no tengo pensado vivir hasta ese momento, pero si le interesa saber
exactamente cuanto tiene que esperar, el préximo “capicta y primo” a la vez sera el
10.301.

Los palindromos también tienen cultivadores de alto nivel.

Ernesto Sabato propone en Abadddén, el exterminador (1974, p. 223) la creaciéon de
la novela capicla que se pueda leer de atras para adelante y de adelante para
atras. Un experimento cercano es la novela Rayuela del argentino Cortazar, donde
los capitulos son intercambiables. El editor de Sabato sugiere que capicla es una
palabra del dialecto italiano muy comun en Buenos Aires y quiere decir capocoda, es
decir, cabeza-cola. Catalana o italiana, la palabra significa lo mismo.

Ademas, mi querida amiga la soci6loga Norma Giarraca, me dijo que no puedo
escribir sobre los nimeros “capictas” sin hablar de que histéricamente siempre se
crey6 que traian suerte.

Por ejemplo, al viajar en tranvia, tren o colectivo, si el boleto era capicua, habia
garantias potenciales de que algo bueno estaba por pasarnos.

Mucha suerte y que no llueva.

13. Juego del 15

Uno de los juegos que mas adeptos tuvo en la historia de la humanidad es el que se
conoce con el nombre de “Juego del 15”.

Se tiene un cuadrado de 4 x 4 (dividido en casillas, como se indica en la figura), en

el que estan dispuestos los primeros 15 numeros (del 1 al 15) de la siguiente

2% En realidad, tiene exactamente 30.913 digitos. Fue descubierto por David Broadhurst en 2003.
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manera:

2 3
5 6 7
10 11 12

Es decir, cuando uno compraba el juego original, obtenia en la caja ese “cuadrado”
de madera, con quince piezas moviles y un lugar vacio (el que corresponderia al
numero “dieciséis™). Uno “desarreglaba” el original hasta llevarlo a una posiciéon que
consideraba lo suficientemente complicada para que otra persona rastreara lo que
hizo, y lo desafiaba a que “ordenara” los cuadrados como estaban al principio.

Antes de avanzar, un poco de historia.

Este problema fue “inventado” por Samuel Loyd (conocido como Sam Loyd, 1841-
1911), quien fue uno de los mas grandes creadores de entretenimientos con ligazén
matematica. El “Juego del 15” o el “Dilema del 15” apareci6 recién en 1914 en un
libro que publicé el hijo de Loyd después que muriera su padre. En realidad, lo habia
diseflado en 1878.

En general, mucha gente, con un poco de paciencia, podia resolver los problemas
que surgian al “desordenar” la distribucién original. Pero la novedad la impuso el
propio Loyd, cuando ofrecié mil délares a quien pudiera volver a la posicion inicial la
siguiente configuracién (obviamente, con movimientos “legales”, es decir,
deslizando los cuadraditos en forma horizontal o vertical, ocupando

alternativamente el que esta vacio):

1 2 3 4
5 6 7 8
o 10 11 12
13 15 14
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Si uno mira bien descubre que la Unica modificacion respecto del original es que los
cuadrados 15 y 14 estan permutados.

Pasaba el tiempo y nadie podia reclamar el premio; por supuesto, se cuentan las
historias mas increibles de gente que le dedicaba todo el tiempo y dejaba de
concurrir a su trabajo, gente que no dormia, desesperados buscando la solucién... y
el dinero de la recompensa. Loyd sabia por qué estaba dispuesto a arriesgar esa
cifra: este problema tiene raices muy profundas en la matemaética, y no tiene
solucion.

Para poder entender un poco por qué no se puede resolver, voy a mostrar, con un
ejemplo mas sencillo, dénde residen las dificultades insalvables. Aqui va.
Supongamos que en lugar de tener un cuadrado de 4 x 4, como el que teniamos
mas arriba, tenemos uno de 2 x 2, que replica el juego del 15, pero esta vez, se

deberia llamar “el problema del 3”, porque si uno reduce las dimensiones queda asi:

Es decir, el juego original con sélo tres cuadraditos tiene esta distribucion. A los
efectos de ilustrar lo que sigue, voy a evitar dibujar los cuadraditos. Simplemente

voy a poner:

1 2 3 A ésta la vamos a llamar posicion inicial. Para reproducir la pregunta que hizo

Loyd, nos preguntamos si se puede llegar a la siguiente distribucion:
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3 (*)

La respuesta es: no se puede. Pero, ¢(por qué no se puede? Generemos todos los
posibles movimientos que se puedan obtener a partir de la posicién inicial. Estos

son:

12 12 2 2 23 23 3 3 31 31 11
d 5 & V3 V31 ¢ NG 2L 2N, & e A

Es decir, en total se tienen 12 posibles configuraciones. En lugar de escribir las
distintas configuraciones como hice hasta aca, las voy a escribir asi: (1, 2, 3)
(donde no importa en qué posicion esta el lugar vacio, lo que sabemos que importa
es el orden relativo que tienen al leerla en sentido horario). Fijese en lo siguiente: si
uno se para en el numero 1, y recorre los cuadraditos en el sentido de las agujas
del reloj (eventualmente, salteando el lugar vacio), siempre se tiene la
configuracion (1, 2, 3). Es decir, el orden relativo entre los nimeros 1, 2 y 3 no se
altera.

Luego, si uno tiene una configuracion como la propuesta mas arriba, en (*) 2 1 3
uno tiene razones para decir que esa posicibn no se puede alcanzar por
movimientos legales a partir de la inicial.

Recién analizamos exhaustivamente todas las posibilidades, y esta udltima no esta.
Por otro lado, otro argumento que uno podria esgrimir (y que va a servir sin tener
que escribir todas las posibles configuraciones) es que si uno se para en el nimero
1 y recorre los cuadraditos en sentido horario, no se tiene ahora la distribucion (1,
2, 3) como antes, sino que se tiene (1, 3, 2).

O sea, esa Ultima posicién, la que aparece en (*),
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ino es alcanzable desde la inicial! En este caso, lo invito a que haga el recorrido por

todas las que si se puede, empezando por la que figura en (*).

21 21 1 1 13 13 3 3 3£ 32 2 2
3 W e 28 2 » & TE& & 1, 1.237; 37

Lo que se ve entonces, es que ahora hay otras 12 posiciones y que ahora si quedan
cubiertos todos los posibles casos. Ademds, si uno recorre en sentido horario
cualquiera de estas ultimas 12, si empieza parandose en el numero 1 otra vez, la
configuracion que se tiene siempre es (1, 3, 2).

Ya estamos en condiciones de sacar algunas conclusiones. Si se tienen 3 ndmeros y
un cuadrado de 2 . 2, entonces hay en total 24 posibles configuraciones, que se
pueden agrupar en dos Orbitas, por llamarlas de alguna manera. Una orbita es la
que, al recorrerla, tiene la configuracion (1, 2, 3), mientras que la otra o6rbita es la
que al recorrerla tiene la configuracion (1, 3, 2). Con esto se agotan las
posibilidades. Lo interesante del juego es que no se puede pasar de una Orbita a la
otra. La pregunta que sigue, entonces, es si se puede saber, sin tener que
escribirlas todas, si una configuracion dada estd en la orbita original o no. Le
sugiero que piense un rato esta respuesta, porque ilustra mucho sobre lo que hace
la matematica en casos similares.

Las configuraciones (1, 2, 3) y (3, 1, 2) estan en la misma 6rbita. En cambio, (3, 1,
2)y (1, 3, 2) no. ¢{Se da cuenta por qué? Es que al leer la dltima, empezando en el
1, el orden en que aparecen los numeros no es correlativo, como en el caso de la
primera.

Algo mas. Si uno tiene (3, 1, 2) y “cuenta” cuantas veces aparece un numero mayor
antes que uno menor, hay dos casos: el 3 esta antes que el 1, y el 3 est4 antes que
el 2. Es decir, hay dos inversiones (asi se llaman). En el caso del (3, 2, 1), hay tres
inversiones, porque se tiene el 3 antes que el 2, el 3 antes que el 1, y el 2 antes
que el 1. Es decir, el numero de inversiones puede ser un nidmero par o impar. Lo
que uno hace es agrupar las ternas que tenemos, de acuerdo con que el niumero de
inversiones sea justamente par o impar.

Y ésta es la gracia. Todas las que pertenecen a una Orbita, tienen la misma paridad.
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Es decir, las de una 6rbita o bien tienen todas un nimero par de inversiones o
tienen todas un nimero impar de inversiones.

Esto soluciona el caso original que planteé Loyd. Si uno mira el ejemplo que él
propuso (el que tenia el 14 y el 15 invertidos), vera que el nimero de inversiones
es 1 (ya que el unico numero “mayor que uno menor” es el 15, que esta antes que
el 14).

En cambio, en la configuracion original, no hay inversiones, es decir, los dos casos
no estdn en la misma Orbita... y por lo tanto, el problema planteado no tiene
solucion.

Loyd lo sabia, y por eso ofrecié los mil ddélares a quien lo resolviera. No habia
riesgo. Lo interesante es que uno, frente a un problema que parece ingenuo, apela
a la matematica para saber que no tiene solucidn, sin tener que recurrir a la fuerza

bruta de intentar e intentar...

14. Triangulo de Pascal

¢Qué es este triangulo formado por numeros que parecen elegidos en forma
cadtica? Mirelo un rato, entreténgase con el triangulo y trate de descubrir leyes o
patrones. Es decir, ¢estaran puestos los numeros al azar? ¢Habra alguna relacién
entre ellos? Si bien uno advierte que hay un montén de nimeros uno (de hecho,

hay unos en los dos costados del triAngulo), ¢(como habran hecho para construirlo?
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1T 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
T 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
113 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1

Como se imaginara, el triAngulo podria seguir. En este caso escribi s6lo una parte
de él. Es mas: en cuanto descubra efectivamente cédmo se arma, estoy seguro de
que podra completar la fila siguiente (y seguir con mas, si no tiene nada que hacer).
Llegar a ese punto sera solo una parte, importante por cierto, porque es algo asi
como un juego (de todas formas, nadie dijo que esta mal jugar, ¢no?); sin
embargo, lo interesante va a ser mostrar que este triangulo, ingenuo como lo ve,
tiene en realidad multiples aplicaciones, y los nUmeros que figuran en él sirven para
resolver algunos problemas.

Este triangulo fue estudiado por Blaise Pascal, un matematico y filésofo francés que
vivid sélo treinta y nueve afios (1623, 1662), aunque, en realidad, los que trabajan
en historia de la mateméatica sostienen que el triAngulo y sus propiedades fueron
descriptos ya por los chinos, en particular por el matematico Yanghui, algo asi como
quinientos afios antes que naciera Pascal, y también por el poeta y astronomo persa
Omar Khayyam.

Es mas, en China se lo conoce con el nombre de triAngulo de Yanghui, no de Pascal,
como en Occidente.

Primero que nada, ¢{coOmo se construye? La primera fila tiene un solo 1, de manera

tal que hasta ahi vamos bien. La segunda fila, tiene dos nimeros 1, y nada mas.
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Nada que decir. Pero mirando el tridngulo, lo que podemos afirmar es que cada
nueva fila empezaré y terminara con 1.

Una observacion que uno puede hacer es la siguiente: elija un niamero cualquiera
(que no sea 1). Ese numero tiene otros dos nimeros inmediatamente por encima.
Si los sumamos, se obtendra el numero elegido. Por ejemplo, busque el nimero 20
que esta en la séptima fila; arriba tiene dos niumeros 10; la suma, obviamente, da
20. Elijamos otro: el 13, que esta en la ultima fila sobre la mano derecha. Si
sumamos los dos nidmeros que estan arriba de él (1 y 12), se obtiene 13.

Si aceptamos que en las dos primeras filas hay sélo nimeros 1, entonces, en la
tercera fila tendra que haber 1 en las puntas, pero el nimero en el medio tiene que
ser un 2, porque justamente arriba de él tiene dos numeros 1. Asi queda
conformada la tercera fila. Pasemos a la cuarta.

De la misma forma, empieza con dos 1 en las puntas. Y los otros dos lugares que
hay para rellenar se obtienen sumando los dos numeros que tienen arriba: en
ambos casos, hay un 1 y un 2 (aunque en diferente orden), luego, los nimeros que
faltan son dos nameros 3.

Supongo que ahora queda claro cémo seguir. Cada fila empieza y termina con 1, y
cada numero que se agrega es el resultado de sumar los dos que tiene arriba. De
esa forma, hemos resuelto el primer problema que teniamos: saber como se
construye el triangulo. De hecho, la primera fila que no esta escrita, la primera que
iria debajo de la que esta en la figura, empieza con un 1, como todas, pero el

siguiente numero que hay que escribir es 14, y el siguiente, 91. ;(Entiende por qué?

ALGUNAS OBSERVACIONES Observe que el triAngulo queda simétrico, es decir, da
lo mismo leer cada fila desde la izquierda que desde la derecha.

Analicemos algunas diagonales. La primera estd compuesta por unos. La segunda,
esta compuesta por todos los nUmeros naturales.

La tercera...

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, ..) (*)

¢QuUé numeros son éstos? ¢Hay alguna manera de construirlos sin tener que recurrir

169 Preparado por Patricio Barros

Antonio Bravo



Matematicas... ¢estas ahi? Episodio 2 www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

al triAngulo de Pascal? Le propongo que haga lo siguiente, para ver si puede
descubrir como se construye esta diagonal. Empiece por el segundo, el nUmero 3, y
réstele el anterior, el nimero 1. Obtiene un 2. Siga con el 6, y réstele el anterior.
Obtiene un 3. Luego el 10, y réstele el anterior (que es un 6). Obtiene un 4... En
otras palabras, la diferencia o la resta de dos numeros consecutivos, se va

incrementando en uno cada vez. Es decir, la sucesién (*) se obtiene empezando con

1
Luego se suma 2, y se obtiene 3.
Luego se suma 3 al nUmero 3, y se obtiene 6.

Se suma 4 al niumero 6 y se tiene 10.

Y asi sucesivamente, se va construyendo de esta manera:

1 1
1+2 3
1+2+3 6
1+2+3+4 10
T+2+3+4+5 15
1+2+3+4+5+6 21
1+2+3+4+5+6+7 28

Estos numeros se llaman nimeros triangulares.

Por ejemplo, supongamos que estamos invitados a una fiesta y, al llegar, cada
persona saluda a los que ya llegaron, dandoles la mano. La pregunta es, si en el
saléon hay en un determinado momento 7 personas, ¢cuantos apretones de mano se
dieron en total? Veamos co6mo analizar este problema. Al llegar la primera persona,
como no habia nadie en el salén, no hay nada que contar.

Cuando llega la segunda, sin embargo, como adentro hay una persona, le da la
mano, y ya tenemos 1 para incorporar a nuestra lista. Ni bien llega la tercera
persona, tiene que dar la mano a las dos personas que hay adentro. Luego, en
total, ya se dieron 3 apretones de mano: 1 que habia en el momento en que llegé la

segunda persona y 2 ahora. Recuerde que vamos por tres apretones cuando hay
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tres personas en el salén. Cuando llegue la cuarta persona, le tiene que dar la mano
a las 3 que estan dentro, por lo que sumadas a las 3 que ya llevabamos, se tienen
6. Asi, cuando llega la quinta, tiene que dar 4 apretones, mas los 6 que ya habia,
permiten sumar 10.

O sea:

1 persona 0 apretdon de manos

2 personas 1 apretdén de manos

3 personas (1 + 2) = 3 apretones de manos
4 personas (3 + 3) = 6 apretones de manos
5 personas (6 + 4) = 10 apretones de manos

6 personas (10 + 5) = 15 apretones de manos

Como habra notado ya, los apretones van reproduciendo los numeros triangulares
que habiamos encontrado antes. Es decir, esa diagonal del triAngulo de Pascal sirve,
en particular, para contar en determinadas situaciones.

Volvamos a la misma diagonal que contiene a los numeros triangulares:

(1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, ...)

Ahora, en lugar de restar un término menos el anterior, como hicimos mas arriba,

empecemos a sumar los términos de a dos, y a escribir los resultados:

1+3=4

3+6=9

6 + 10 = 16
10 + 15 = 25
15+ 21 = 36
21 + 28 = 49
28 + 36 = 64
36 +45 =81

45 + 55 = 100
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Ahora que escribi varios términos, ¢le sugieren algo?

Sigo: los niumeros que estan a la derecha:

(4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, ..)

resultan ser los cuadrados de todos los niumeros naturales (exceptuando al 1). Es

decir:

(22, 32, 4%, 5%, 62, 74, 82, 92, 10%,..)

Mas alla de todas estas curiosidades (y créame que existen muchisimas mas), hay
un hecho muy importante que no se puede obviar.
So6lo para simplificar lo que sigue, vamos a numerar las filas del triangulo,

aceptando que la primera (la que contiene un solo 1) sera la numero O.

La fila uno, es la que tiene: 1,1
La fila dos, es la que tiene: 1, 2, 1
La fila tres, es la que tiene: 1, 3, 3, 1

La fila cuatro, es la que tiene: 1, 4, 6, 4, 1

Ahora planteo un problema, cuya solucidn se encuentra increiblemente (o quiza
no...) en los numeros que figuran en el triangulo de Pascal. Supongamos que uno
tiene cinco delanteros en un plantel de fatbol pero sélo usara dos para el partido del
domingo. ¢(De cuantas formas los puede elegir? El problema también podria ser el
siguiente: supongamos que uno tiene cinco entradas para ver espectaculos un
determinado dia de la semana, pero s6lo puede comprar dos, ¢de cuantas formas
puede seleccionar adénde ir? Como ve, se podrian seguir dando multiples ejemplos
que conducen al mismo lugar. Y la forma de pensarlos todos, en forma genérica,
seria decir: “Se tiene un conjunto con cinco elementos, ¢;de cuantas formas se
pueden elegir subconjuntos que contengan dos de esos cinco elementos?” Se tiene,
digamos: (A, B, C, D, E) ¢(De cuantas formas podemos elegir subconjuntos de dos
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elementos (dos letras en este caso), elegidos entre estos cinco? Esto seria
equivalente, a elegir dos delanteros de los cinco, o bien, dos entradas para ver dos
shows diferentes, elegidas entre las cinco posibles.

Hagamos una lista:

AB AC
AD AE
BC BD
BE CD
CE DE

Es decir, hemos descubierto que hay diez formas de elegirlos.

¢Puedo pedirle que ahora vaya hasta el triangulo de Pascal, se fije en la fila cinco y
busque el elemento niumero dos? (Recuerde que empezamos a contar las filas desde
0, y que los elementos en cada fila los comenzamos a contar desde 0 también. Es
decir, el nimero 1 con que empieza cada fila, es el numero O de la fila.) Ahora si,
¢ccomo es la fila numero cinco? Es: 1, 5, 10, 5, 1.

Por lo tanto, el elemento que lleva el numero 2 en la fila cinco es justamente el
namero 10, que contaba el niumero de subconjuntos de dos elementos elegidos
entre cinco.

Hagamos otro ejemplo. Si uno tiene seis camisas, y quiere elegir tres para llevarse
en un viaje, ¢de cuantas formas posibles puede hacerlo? Primero, busquemos en el
triangulo de Pascal el que deberia ser el resultado. Hay que buscar en la fila 6 el
elemento que lleva el numero 3 (recordando que el 1 inicial, es el nimero 0), que
resulta ser el 20.

Si uno les pone estos nombres a las camisas: A, B, C, D, E, F, las posibles

elecciones de tres camisas, son las siguientes:

ABC ABD ABE ABF
ACD ACE ACF ADE
ADF AEF BCD BCE
BCF BDE BDF BEF
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CDE CDF CEF DEF

De esta forma, uno descubre las 20 maneras de elegir subconjuntos de 3 elementos
seleccionados de un conjunto que tiene 6.

Para simplificar, este numero que cuenta la cantidad de subconjuntos que se
pueden formar seleccionando, digamos, k elementos de un conjunto de n

elementos, se llama numero combinatorio:

c(n, k)

que tiene una definicion que involucra el cociente de algunos nameros factoriales y
que, por ahora, escapa al objetivo de este libro®.

En definitiva, lo que hemos aprendido, un hecho muy, pero muy importante, es que
los numeritos que aparecen en el triangulo de Pascal también sirven para contar la
cantidad de subconjuntos que se pueden formar con cierto grupo de elementos de
un conjunto dado.

El triangulo de Pascal, entonces, habria que escribirlo asi:

c(1,00 c(,1)
C(2,00 C@2 1) C22
C(3,00 C(3.1) C(3.2 ¢33
C4,0) C(@,1) C@4 2 C@4 3 C(44)
C(5,0) C(5,1) C(52) C(53) C(5 4 C(5 5)

Esto explica varias cosas. Por ejemplo, la razén por la que hay 1 en las dos

diagonales exteriores. Asi, en la diagonal que va hacia la izquierda, los niUmeros que

%0 |a definicién del nimero combinatorio C(n, k) es:

C(n, k) = n/(k! (n-k)H)
Por ejemplo, ya contamos en el caso que figura mas arriba, que el combinatorio C(5,2) = 10, y el combinatorio
C(6,3) = 20.
Redescubramoslos ahora:
C(5,2) = 51/(2!x3!) = 120/(2 x 6) = 120/12 = 10
Por otro lado,
C(6,3) = 6!/(3!x3!) = 720/(6 x 6) = 720/36 = 20
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aparecen son:

C(n, 0)

pero son todos numeros 1. Y estd bien que sea asi, ya que C(n, 0) quiere decir
cuantas maneras hay de no elegir nada, o bien, de elegir O elementos de un
conjunto que contenga n? jUna sola! Porque, ¢;cuantas formas tengo de no elegir
ningun delantero para el partido del domingo? Una sola, la que corresponde a no
elegir. ¢(Cuantas formas hay de no elegir ninguna camisa de las seis que tengo?
iUna sola! ¢Y la diagonal exterior que viene hacia la derecha? Esa corresponde a los

numeros combinatorios:

C(n, n)

Entonces, ¢(cuantas formas hay de elegir los cinco delanteros entre los cinco que
tengo? Respuesta: juna forma! ;(De cuantas formas puedo elegir las seis camisas de
las seis que tengo? De una forma, que es llevandolas todas. ¢(De cuantas formas
puedo ir a los cinco espectaculos para los que tengo entradas? jDe una sola forma,
que es eligiendo todas las entradas! De ahi que la diagonal exterior que va hacia la
derecha también esté formada por 1.

MORALEJA: Como se alcanza a ver, el triangulo de Pascal, que tiene una apariencia
ingenua, en realidad no lo es.

¢Se anima, con estos datos, a deducir por qué el triangulo es simétrico? Lea lo que
esta mas arriba, y fijese si se le ocurre algo que tenga que ver con los ndmeros
combinatorios.

¢Qué quiere decir que el triAngulo sea simétrico? ¢(Qué numeros combinatorios
tendrian que ser iguales? Por ejemplo, tome la fila que lleva el niumero 8. Es la que

tiene estos nimeros:
1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 1
O, lo que es lo mismo, en términos de nidmeros combinatorios:
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C(8, 0) C(8, 1) C(8, 2) C(8, 3) C(8, 4) C(8, 5) C(8, 6) C(8, 7) C(8, 8)

¢Qué quiere decir que aparezca, por ejemplo, dos veces el numero 28? Esto
significa que C(8, 2) tiene que ser igual a C(8, 6).

De la misma manera, dice que el numero

C(8, 3) = C(8, 5)

O que el numero

C(8,1)=C(8,7)

¢Por qué sera? Pensemos juntos. Tomemos el ejemplo:

C(8, 3) = C(8, 5)

¢Quién es C(8, 3)? Es la forma de elegir subconjuntos de tres elementos tomados
entre ocho.

Aca voy a detenerme y hacerle una pregunta: cuando elige los dos delanteros para
formar su equipo, ¢no quedan también separados los otros tres que no eligi6?
Cuando elige los dos espectaculos que va a ver, ¢no esta eligiendo también los tres
que no va a ver? Es decir, cuando uno elige un subconjunto, esta eligiendo otro
subrepticiamente, que es el que queda formado con lo que no elige. Y ésa es la
clave. Eso hace que el triAngulo sea simétrico.

Lo que hemos verificado es que

C(n, k) = C(n, n-k)

Antes de terminar el segmento dedicado al tridangulo de Pascal, no deje de divertirse
con estas cuentas, y sobre todo, de buscar usted mismo otras relaciones entre los

ndmeros que aparecen en las filas y las diagonales.
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APENDICE En el triangulo de Pascal se encuentran escondidos los resultados a
muchos problemas. Aqui van sélo dos ejemplos.

1. ;Como hacer para descubrir todas las potencias de 2? Es decir, ;/qué hacer para

obtener

(1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024...)?

Es que
20=1
21 =2
22 =4
23 =8
24 = 16
25 =32
26 = 64
27 = 128
28 = 256
29 =512
210 = 1024

2. Este ejemplo esta inspirado en uno que lei en un libro de Rob Eastaway y Jeremy
Wyndham.

Supongamos que uno esta caminando en una ciudad, cuyo dibujo es un rectangulo.
Se sabe ademds que las calles son las lineas horizontales y las avenidas, todas las
verticales. Las avenidas estdn ordenadas: primera, segunda, tercera, cuarta y
quinta avenida (e identificadas con los niumeros 1, 2, 3, 4 y 5). Las calles estan
numeradas también.

A los efectos del ejemplo, supongamos que la primera es la nUmero 27, la segunda

es la 28, la tercera es la 29, luego la 30, la 31 y la 32.
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28

Supongamos que uno va a comenzar a recorrer la ciudad usando las distintas

alternativas de caminos posibles, pero se cumplen dos condiciones:

a) siempre empieza en la interseccion de la 1y la 27, y
b) siempre camina o bien hacia la derecha o bien hacia abajo para ir de un lugar

a otro.
Por ejemplo, ¢de cuantas formas puede caminar hasta la 2 y la 28? Claramente, la
respuesta es: de dos formas.

1. Caminando en forma vertical por la avenida 1 desde la calle 27 hasta la 28, y

luego a la derecha en forma horizontal hasta llegar a la avenida 2.

27

28

2. Caminar por la calle 27 en forma horizontal hasta llegar a la avenida 2. Alli, bajar

en forma vertical por esa avenida, hasta llegar a la calle 28.
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27

Otro ejemplo: ¢(de cuantas formas puede caminar desde la 1 y la 27, hasta la 2 y la
29?7 (NOTA: no se cuentan las cuadras, sino cada vez que uno tiene que o bien bajar

0 bien doblar a la derecha.)

27

28

28

30

Por el dibujo, uno ve que sdélo hay tres caminos posibles: a) Caminar por la avenida

1 desde la 27 hasta la 29 y luego doblar a la derecha hasta llegar a la 2.

27

28

b) Caminar por la avenida 1 en forma vertical hasta la calle 28, luego doblar a la
derecha y caminar en forma horizontal hasta llegar a la avenida 2, y luego bajar en

forma vertical hasta llegar a la calle 29.
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27

28

29

¢) Caminar por la 27 desde la avenida 1 hasta la 2, y luego bajar en forma vertical

caminando por la avenida 2 hasta llegar a la calle 29.

1 p.

—— 27
28
29

Dicho esto, planteo el problema: encuentre cuantos caminos posibles hay para ir
desde la 1 y la 27 hasta cualquier otro punto de la ciudad (siempre observando las

reglas de caminar sélo hacia la derecha o hacia abajo).

SOLUCIONES: 1. Si uno suma las filas del triangulo de Pascal, descubre que

Numeros en la fila Suma
{1} 1=2°
{1, 1} 2=21
;2 1) 4 =22
{1,3,3, 1} g=2°
(1,4, 6, 4,1} 16 = 2*
{1, 5,10, 10, 5, 1} 32=2°
{1, 6,15, 20, 15, 6, 1} 64 = 2°

La suma de los numeros que aparecen en cada una de las filas reproduce la
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potencia de 2 correspondiente al niumero de fila.

2. Solucion al problema de los caminos en la ciudad cuadriculada.

Lo notable es que si uno gira 45 grados esta figura, en el sentido de las agujas del
reloj, e imagina que tiene dibujada una parte del triangulo de Pascal, y ubica en
cada interseccion el numero que corresponde al triangulo, obtiene exactamente el

ndmero de caminos posibles con las reglas establecidas.
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Epilogo

Las reglas del juego

Uno de los méas grandes errores que perpetramos en nuestras clases es que el
maestro pareciera que siempre tiene la respuesta al problema que estuvimos
discutiendo. Esto genera la idea en los estudiantes que debe haber un libro, en
alguna parte, con todas las respuestas correctas a todos los problemas interesantes,
y que el maestro se las sabe todas. Y que, ademas, si uno pudiera conseguir ese
libro tendria todo resuelto. Eso no tiene nada que ver con la naturaleza de la
matematica.

LEON HENKIN

Luego de muchos afios de ser docente, de estar en la Facultad, de conversar con
alumnos y profesores... 0 sea, luego de muchos afios de dudar y convencerme de
que cada dia tengo menos cosas seguras, me parece que nada de lo que pueda
proponer para pensar tiene el caracter de final, de cosa juzgada.

Por eso, se me ocurrié poner una cantidad de pautas a ser consideradas como bases
en una clase (de matematica en principio, pero son facilmente adaptables a otras
situaciones similares) en el momento de comenzar un curso. Y como yo las he
adoptado hace ya tiempo, quiero compartirlas.

Estas son las reglas del juego:

Es nuestra responsabilidad (de los docentes) transmitir ideas en forma clara y

gradual. Lo que necesitamos de ustedes es que estudien y piensen.

e Ustedes nos importan. Estamos aca especificamente para ayudarlos a
aprender.

e Pregunten. No todos tenemos los mismos tiempos para entender. Ni siquiera
somos iguales a nosotros mismos todos los dias.

e La tarea del docente consiste —prioritariamente— en generar preguntas. Es

insatisfactorio su desempefio si sélo colabora mostrando respuestas.
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No nos interesan las competencias estériles: nadie es mejor persona porgque
entienda algo, ni porque haya entendido mas réapido. Valoramos el esfuerzo
que cada uno pone para comprender.

(Esta vale solo para el ambito universitario.) En esta materia no hay trabas
burocraticas. En principio, toda pregunta que empiece con: “Como todavia no
rendi Matematica 2 en el CBC....”, o “Como todavia no aprobé Historia de la
Ciencia...”, o “Como todavia no hice el secundario...”, o “Como todavia no me

inscribi...”, etcétera, y que concluya con: “;Puedo cursar esta materia...?”,
tiene por respuesta un: “jSi!”.

Pongamos entusiasmo.

La teoria estd al servicio de la préactica. Este curso consiste en que uno
aprenda a pensar como plantear y resolver cierto tipo de problemas.

No se sometan a la autoridad académica (supuesta) del docente. Si no
entienden, pregunten, porfien, discutan... hasta entender (o hasta hacernos

notar que los que no entendemos sOMOS NOSOtros).

¢ COMO ESTUDIAR?

1.

2.

3.

4.

La primera recomendacion es: tomen la préactica y traten de resolver los
ejercicios. Si se dan por vencidos con uno o simplemente no saben una
definicion, lean la teoria y vuelvan a intentar tratando de razonar por
analogia. Eviten estudiar primero y enfrentarse después con la practica.
Traten de entender qué significa cada enunciado propuesto, ya sea de un
ejercicio o un resultado tedrico.

Traten de fabricar ejemplos ustedes mismos... jMuchos ejemplos! Es una
buena manera de verificar que se ha comprendido un tema.

Dediquen una buena dosis de tiempo a pensar... Ayuda... y es muy saludable.
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